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Вектори 
Се дефинира вектор во просторен координатен систем и операции со 
векторите. реПијноп оѓ а уестог апд орегаНоп5 мл уестог5 


ПРАВОАГОЛЕН ПРОСТОРЕН КООРДИНАТЕН СИСТЕМ 


Три бројни оски кои се нормални меѓу себе образуваат правоаголен 
тродимензионален координатен систем и определуваат тродимензи- 
онален простор кој накратко се нарекува простор. 


Слика 1.1. Просторен координатен систем 


Едната оска се нарекува х-оска или апсциса, втората е у-оска или 
ордината и третата е 2-оска или апликата. Точката О која е пресек на 
оските се нарекува координатен почеток. Секоја точка М во тродимен- 
зионалниот простор е наполно определена со подредената тројка 


реални броеви х, у, ѓ кои се нарекуваат нејзини координати, односно 
МСС. у, 2). 


Секој пар координатни оски определува рамнина наречена 
координатна рамнина. 


Во просторниот координатен систем се определуваат о координатни 
рамнини: 


хОу координатна рамнина (определена со х-оската и у-оската); 
хО? координатна рамнина (определена со х-оската и 2-оската); 
УО координатна рамнина (определена со у-оската и 2-оската). 


Секоја точка М(х, у,г) која лежи на некоја од координатните рамнини 
или оски има координати: 


област координати 
хОу рамнина (ху, О) 
хО2 рамнина (0, г) 
УОг рамнина (О,у, г) 
х- оска (0, 0) 
у- оска (О,у, 0) 


2- оска (0, О, г) 


Со координатните рамнини тродимензионалниот простор се дели на 8 
делови наречени октанти. Знаците на координатите на произволна 
точка по октанти се: 


О ктант 3 наци на координати 
1 хобу-0аето 
П хсбу“0агто0 
Ш хсбуч0а7т0О0 
(47 хобуч0аето0 
Мм хобут0асо 
мТ хсбут0асо 
УП хсб0учс0дасо 
УШ хобуч0асо 
ВЕКТОРИ 


Постојат величини кои се определуваат само со бројна вредност, 
додека други, освен со бројна вредност се определуваат уште и со 
правец и насока. 


Дефиниција. Величините кои се определуваат само со бројна вредност 
се нарекуваат скалари. 


Дефиниција. Величините кои се определуваат со бројна вредност, 
правец и насока се нарекуваат вектори. 


Скаларни величини или накратко скалари се на пр. температурата, 
плоштината, должината и др. и тие се наполно определени со нивната 
бројна вредност. Затоа доволно е да се каже дека температурата на 
воздухот е 200С, плоштината на некоја геометриска слика е 20 ст“, 
должината на отсечкаез ти тн. 


Брзината е векторска величина и како таква е определена со бројна 
вредност, правец и насока. Затоа брзината со која дува ветерот се 
определува со бројната вредност на пр. нека таа е 5 т/5, во правец 
север-југ и во насока од север кон југ. 


ои 


ВЕ 


“| 


Слика 1.2. Вектори 


Векторот геометриски се претставува со ориентирана отсечка т.е. дел 
од права ограничена со две точки од кои едната е почетна а другата е 
крајна. Векторот меѓу точките А и В, од кои А е почетна а В крајна 


точка се означува со АВ (Сл. 1.2.). Освен ова означување, за векторите 


се користат и малите букви одозгора означени со стрелка на пр. Ора 
или пак со мали задебелени букви на пр. а,Б. 


Според дефиницијата за вектор, секој вектор се дефинира со: 


- интензитет (должина или модул) на вектор е растојанието помеѓу 
почетната и крајната точка на векторот и се означува со 


|АВ | АВ, 4 
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- правец на векторот е правецот кој го определува правата на која лежи 
векторот и правата се нарекува носач на векторот; 


- насока на векторот е ориентацијата од неговата почетна кон крајната 
точка. 


Видови вектори 

Векторите може да бидат: 

- Вектори врзани за точка; 

- Вектори врзани за права (носач); 
- Слободни вектори. 


Слободните вектори не се врзани ниту за почетната точка ниту за 
правата на која лежат и тие може слободно да се транслатираат во 
просторот. При транслација векторите си ја запазуваат должината и 
насоката, а носачите им се паралелни прави. Понатаму, под поимот 
вектор ќе се подразбира слободен вектор. 


Слободните вектори се еднакви ако имаат еднакви интензитети, лежат 
на иста или на паралелни прави и имаат исти насоки. 


Дефиниција. Нула вектор е вектор на кој му се поклопуваат 
почетната и крајната точка. 


Нула векторот нема определен правец и насока и се означува со О. 
Секоја точка може да се смета за нула вектор со нула интензитет и со 
произволен правец и насока. 


Основни операции со вектори 


Најпрво геометриски ќе ги дефинирме основните операции со 
векторите. 


Збир на вектори 


Нека се дадени векторите 4 и 6. Векторот а 6 се нарекува збир на 


векторите аиби геометриски може да се определи по правилото на 
триаголник или паралелограм. 


За да се примени правилото на триаголник, на крајот од првиот вектор 
се надоврзува почетокот на вториот вектор и збирот ќе биде векторот 
со почеток во почетокот на првиот вектор, а крајот е во крајната точка 
од вториот вектор (Сл. 1.3. а). 


За определување на збирот на два вектора по правилото на 
паралелограм, векторите се доведуваат до заеднички почеток при што 
тие се две соседни страни на еден паралелограм, а збирот на овие 
вектори е дијагоналата во паралелограмот која почнува во заедничкиот 
почеток на векторите (Сл. 1.3. б) 


Дефиниција. Вектори кои имаат исти должини и правец, а спротивни 
насоки се нарекуваат спротивни вектори. 


Така, спротивни се векторите ди --а. 


Разлика на вектори 


Нека 4 и 6 се вектори, тогаш векторот а -- рсе нарекува разлика на 
векторите а и 6 и геометриски се определува како вектор формиран 
меѓу крајните точки на векторите 4 и 6 кои се доведени до заеднички 


почеток и со насока од крајот на векторот 6 кон крајот на векторот а 
(Сл. 1.3. в). 


а, је 
ГА 
- Ка 
а А 


Слика 1.3. а) Збир на вектори по правило на триаголник; б) Збир 
по правило на паралелограм; в) Разлика на вектори 


Множење на вектор со скалар 


Производот на скаларот 40 со векторот а (Сл.1.4.) е вектор да које 
определен со: 


- интензитет | Аа || А || а 
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- правец кој е ист со правецот на векторот ОТ 


- насоката е иста со насоката на векторот 4 ако 2-0, или е со спротивна 
насока од а ако ;сО. 


Еј 


Слика 1.4. Множење на вектор со скалар 


Пример 1. (Теорема за средна линија во триаголник) Да се покаже 
дека средната линија во триаголник е паралелна со спротивната 
старана на триаголникот и е со должина половина од неа (Сл. 1.5.). 


Доказ: Во триаголникот АВС страните му се векторите АВ,ВССА 
образувани од трите темиња А, В, С. Нека точките М и Х се средини на 


страните АС и ВС. При тоа МА -- МО -- ди МВ ч- КС -- 0. 


Слика 1.5. Средна линија во триаголник 


Изразувајќи го векторот МХ на два начини, како збир од векторите на 
страните од четириаголникот МАВХ и триаголникот МАС, се добиваат 
равенствата 

МХ -- МА з- АВ - ВК 

И 

Едианоп: 


ММ -- МО -- СК 
и со нивно собирање се добива 
МИ -- (МА МО) - АВЗ-(ВМ -СК)-0чАВЧ-0- АВ, 
од каде 


ми 48, 


што покажува дека средната линија МУ е паралелна со основата на 
триаголникот и е половина од должината на таа страна. “4 


Дефиниција. Ако векторот а може са се запише како како сума на п 
производи меѓу скаларите А; и векторите а; , односно со релацијата 


РЕН т со) 


за векторот а се вели дека е линеарна комбинација на векторите а; и 
скаларите А;. 


Векторите а; се нарекуваат компоненти на векторот а. Ако векторот а 
не може да се напише како линеарна комбинација од векторите а;, 
односно ако д -- у,,., Аа; е можно единствено кога сите скалари А; -- 


0, тогаш векторите 4 и а; се линеарно независни. 


Дефиниција. Вектор со интензитет еднаков на 1 се нарекува единичен 
вектор. 


Единичен вектор кој има ист правец и насока со векторот а се нарекува 
негов единичен вектор, се означува со до и се определува со релацијата 


-., 


0,0 с- 


ЕЛЕ 


Дефиниција. Вектори кои лежат на иста права или на паралелни прави 
се нарекуваат колинеарни вектори. 


Два колинеарни вектора а и 6 се запишуваат какоа -- АО, (ДА ХО,АСВ 


). 


Правоаголни координати на вектор 
Се прикажува вектор во простор и операции со вектори преку нивните 
координати. 


Правоаголни координати на вектор 
Векторот а во тродимензионален простор чиј почеток е во 
координатниот почеток О(0, 0, 0), а крајот во точката А(х,у, 7), 


аналитички се означува со а- (х, у, 2). 


Реалните броеви х, у и 2 се нарекуваат координати на векторот а (Сл. 
1.6.) 


Нула векторот има координати о- (0, 0, 01. 


Слика 1.6. Вектор во простор 


Понатаму следат операциите со векторите дефинирани аналитички, те. 
преку нивните координати. 


Еднаквост на вектори 


Векторите а- (х1, ут, 21) ивр- 45, у2, 22) се еднакви ако им се еднакви 
соодветните координати, те. 


Фа, с- рох ОПА НЕЕНА ФнА ре и 


Сума, разлика и множење на вектор со скалар 

За векторите а- Чх, уч, 21) ир- (хо, ур, 22) се дефинираат претходно 
воведените основни операции со вектори, но сега преку нивните 
координати: 

абе (чек, жу, 2) 

а --Б- рат х,у У,д 29) 

ха Ми, ут гас (Ах, ду Аа. 

Пример 1. Ако а- (5, --2, 7) иб- 10,3, -- 15, тогаш 

а Б- (510, -248,7--1) - (5,1,6) 

а--Б-(5-0, 2-8, 7-- (са) ч45, 5,8) 

сед Беај0 8 сре, 

24 Арс 245, 2,7) 440,3, 1) - 


410, 4,14) 40,12, --4) - (10, 8, 10). 4 


Колинеарни вектори 
Векторите а- (х1, ут, 71) и в- (2, уо, 2о) се колинерни ако а -- АР, (А ќ 
0), односно ако важи 


Коа ЛЕ ОВЕО | 
22 42 го ј 


Пример 2. Векторите 4- (2,3, -- 5) и Б- (-- 6, -- 9,15) се колинерни 


бидејќи 
соци ниа чија Про и КРАВИ ЦИ РИИ ак: ДЕНИ РИО 
22 42 22 -б." -д 145 8 


Закони на векторската алгебра 
Нека а,би с се вектори, а 4 и џ скалари, тогаш важат следните закони: 
а КЕ -- 6 -ра (комутативен закон за собирање на вектори); 


а-(Бчг)-- (а --б) ч- д (асоцијативен закон за собирање на 
вектори); 


А(џа) -- дџа с- и(Аа) (асоцијативен закон за множење со скалар); 


(А -Е џ)а с- Аа -Е џа (дистрибутивен закон); 


(а 6) - да АБ(дистрибутивен закон). 


Координати на вектор меѓу две точки 


Векторот а за кој точката А(хч, ут, 21) е почетна а В(оо, у5, 22) крајна 
точка, е определен со следните координати 


4 -- АВ- (Хот кру УЗ 


Пример 3. Да се определат координатите на векторот аза кој А(2, 4, -- 
3) е почетна, а 


В(О, --1, 12) крајна точка. 
Решение - АВ-(0-- 2, -1--412- (СЗ) (-2,--5,15). 4 


Пример 4. Да се определат координатите на крајната точка В на 
векторот 


а- 42,3, -- 5),уако А(1, 0, -- 2) е почетна точка. 


Решение. Векторот а со почеток во точката А(1, 0, -- 2) и крај во В(х, 
у, г) ќе има координати 


са 


И еес Дрејк ој ја еа) ае 


Бидејќи координатите на векторот 4 се дадени, од условот за еднаквост 
на векторите ќе следи 


јх-- Ју О0уг-- (с2)ус 12,3, -- 5) 
од каде 

хе Јо 2охс 3, 

у-- О-зЗ-у- 3, 

ера ШЕРИ И 


Значи, бараната крајна точка на векторот е В(3, 3, -- 7). 4 


Интензитет на вектор 


Интензитетот на векторот а- (х, у, 2) зададен преку неговите 
координати, се определува со | 4 |-- Хи га 22. 


Пример 5. Да се определи итензитетот на векторота -|- ор ако д- (-- РА 
82), 


р-(5,0,-- 1). 

Решение. Векторот а -- об е со координати 

ар 2,82) 25,0, ау (с2 10,3 0,2 --2) - (8,3,0) 
и со интензитет 

јав је 4И(в)2 3202 -- ИВА 9 -- 473. ч 


Пример 6. Да се определи единичниот вектор ад за векторот а- (--2, 
ОЈ 


Решение.бо с- аа ЗЕЛЕНА ЗЕУЛЕШЕАКТЕОИКАЛЕОТТИР. 
Единични вектори на координатните ОСКИ 


На координатните оски се определуваат единични вектори и тоа: 
на х- оската единичен вектор г-- (1, 0, 07, 
на у- оската единичен вектор 7- (0, 1, 07, 


на 2- оската единичен вектор А- (0, 0, 1). 


Овие три единични вектори се линерано независни, што значи дека 
ниту еден од нив не може да се претстави како линерна комбинација од 


останатите два вектора и затоа нивната линерна комбинација аг “ 3) ч 


укс о е можна само за а -- ВД -- чу с- 0. 


Секој вектор а- (х, у, 2) во простор може да се напише како линерна 
комбинација од единичните вектори 


асхан ун гЕ, 

бидејќи 

а“ (хуг) с (хХ0,0) (0,0) ч (0,0,) - 
(1,00) у(0, 1,0) а40, 0,1) са нујн ак. 


Затоа векторот а- 4-2, 3, 2) разложен по единичните вектори од 
координатните оски е 


ао 82) ааа је 2. 


Пример 7. Да се покаже дека векторите а- (1, --1, 2)Б- ае ЛКИ 
сс (3,1,1) се линерно независни. 


Решение. Трите вектори а, 6 и с се линерано независни ако 
линеарната комбинација 


ода ВБечесд 

е можна само за а -- 0 -- жу с- О. 

Поаѓајќи од равенството за линерна комбинација на векторите 
О1, 12 ВС 2 Ла ОТ еко 

се добива 

(ое Виаусака2Вну2да- дчтч)со, 


а ова векторско равенство се сведува на хомоген систем од три 
линеарни равенки со три непознати 


от Везусо 
сосд2внаусо 
да Велс. 


Детерминантата на системот П - 3 “ 0, од каде следува дека системот 
има едно единствено решение и тоа е тривијалното решение 
а -- В -- ч с- 0. Значи, трите вектори се линеарно независни. -4 


Пример 8. Да се претстави векторот -- (--1, 1, 5) како линеарна 
комбинација од векторите а- 41,0, 1у,р- (3,2,0) и с- (0, 1, 1). 


Решение. За претставување (разложување) на векторот 2 преку 


векторите 4, 6 и ссе поаѓа од релацијата за линеарна комбинација 
г - аа дБ-рчус 


во која треба да се определат константите о,Зиу. Запишувајки ја 
горната релација со вектори преку нивните координати се добива 


Ар Аубуете1, 01) В43,2:01-куч0;1, 4 
ОДНОСНО 
(1,1, 5) с ќе 3Вчндудан2ВнуачоОВуј, 


и од еднаквоста на векторите се добива нехомогениот систем равенки 


оскар со 
арка 1 
ас 


чии решенија се а - 2, В- --1,у- 3. Тоа значи дека векторот 7 може да 
се запише како линерна комбинација од векторите 4, 6 и ссо изразот 


аа Баде. 


Скаларен производ на два вектора 
Се дефинира скаларан производ на два вектора и неговите својства. 
ОеНпшоп оѓ а 5са!аг ргодисе апа ргорегЦе5 


СКАЛАРЕН ПРОИЗВОД НА ДВА ВЕКТОРА 
Најпрво ќе се дефинира поимот за агол меѓу два вектора: 
Дефиниција. Под агол ф - 4(4а,Б) меѓу ненултите вектори а. и р се 


подразбира аголот О с. Ф с. 7 кој меѓусебно го зафаќаат векторите 
доведени до заеднички почеток. 


Сега следи дефиниција за скаларен производ: 


Дефиниција. Скаларен производ на два вектораа ХОиб:Е бе 
скаларната величина дефинирана со 


а-б-(4|-|б| сови (4,6). 


Очигледно е дека ако еден од множителите во скаларниот производ е 
нула вектор, тогаш и скаларниот производ е 0. 


Својства на скаларниот производ 


Од самата дефиниција за скаларен производ следуваат следните негови 
својства: 


Ца-Б-р.а (комутативен закон); 
2а-(Бта)са-: Ба: с(дистрибутивен закон); 
3. Аја -Б) -- (да) -Б -- а - (АБ) (множење со скалар 7); 


4. Ако векторите а и 6 се паралелни, тогаш 


5, аа (а) | а 2, односно |4 | Ма-а; 


6. Ако двата ненулти вектори во скаларниот производ се взаемно 
нормални, тогаш 


а | веа-бв- 0: 


7. Скаларниот производ меѓу единичните вектори е: 


ј-је04-КСОј-КсО, 


СЕА, 1 ЕКО. 
Ако векторите а И бсе зададени со своите координати 


ас (х,у,7 | и б- 1Х5, уо, 22), 

НИВНИОТ скаларен производ изразен преку координатите На векторите 
е: 

Дрер) е ЕНЕ! Кај га К) . (со Југ гоК) ќа 


со, 


на ЕЧЕ 5 г) ца глр(4 ? 7) а ЕЕ : к) а 

4) ку) Кај -К) 

а) ак) Заааа(К-К) с- 
Хо Еу 2122, 


односноа-ф с- 2122 -Е 12 -Е 2122. 


8. Аголот меѓу векторитедаибе 


или изразен преку координатите на векторите 


сови ( 4, 6) та 2122-Кутуа Еа122 


Јана Јанина 


Од дефиницијата за скаларен производ на два вектора следува дека 
знакот на скаларниот производ е определен од аголот што го зафакаат 
двата вектора и тоа: 


Х4(а, 5) е остар агол Фа - ро 0: 

(а, Б)етапагол еа - Бс 0; 

4(а,в)ст/2оа4-в-О. 

9. (Ортогонална проекција на вектор) Ако векторите а и р се 
доведат до заеднички почеток, секој од нив може ортогонално 


(нормално) да се проектира на другиот вектор со спуштање на нормала 
од крајот на едниот вектор кон правецот да другиот. Ортогоналната 


проекција на векторот а врз векторот 6 е вектор кој е во правец на 
векторот 6 и се означува со ред. Преку тригонометриски релации (Сл. 
1.7.) од скаларните вредности се добива 


реа „Т 
ар с- 0084 (0.0), 


од каде 


| реа (ха | сови (4,6). 


ј ј 
84! КА 
пра, пра и 
в ј И д 
а) 6) 


Слика 1.7. Ортогонална проекција на вектор 
Бидејќи д-р - | а | со5 (4, в)- | б | рејај, 


проекцијата на векторот а врз векторот 6 е вектор во правец на би 
изразен како вектор е 


Еее 


кеде бо е единечниот вектор на 0, или од 00 -- следува 


Ортогоналната проекција на вектор врз вектор има примена во задачи 
во кои се бара даден вектор да се претстави како сума од два взаемно 
нормални вектори од кои едниот е со зададен правец. Така на пример, 
векторот а може да се претстави како сума од два взаемно нормални 


вектори од кои едниот е во правец на векторот 6, тоа е векторот реа, а 
вториот е неговиот нормален вектор д-рг.4. 


Пример 1. 


Да се пресмета рге. (За -- ор), ако ас (2,1, ар (1, 5,0) и 


сс (4,4, 2). 


Решение. 
Векторот 34 -- 2б- 34-24, 1) 241, 5,0) (--8, --7,3). 
Проекцијата рге(За -- 2Б)се пресметува со 


„сс о(вав)г, 


е сонот 
еј? 


Бидејќи (34 -- 2ф)- 8 (--8,--7,3) 44,4, --2)с(--8)4(--7)4ч 
8(--2)- --66, 


ја | го 4/4 424 (С2)2 с- 6, 


рга(З4 - 2Б) -- 98 -- 14,4, -2)-( та СИ) а 


Пример 2. 


Покажи дека трите вектори 8 34- Е - 2, ра ) ки 


с--4--Бј 7 -- 4 се взаемно нормални вектори. Најди три скалари а, В 
и гу такви што об Врв че -- ар ТС. 


Решение. 


Согласно својството 6, ако скаларниот производ на два ненулти 
вектори е нула, тогаш векторите се взаемно нормални. Трите зададени 
вектори се: 


а--За- јак 48,-- 1,2), 


Бај Ко 411, 1, 


ЕЕ БЈ- Ако 41, 5-4) 
Се пресметуваат нивните меѓусебни скаларни производи: 


Б-- 48-12-1411, 1-8 --1-2-0, 


ој 


ој 


ас18,-12)-(1,- 5-4) -3чБ- 8-0, 
Бас 411,-аУ-41,-Б,- 41 Ба 4-0. 


Видејќи сите меѓусебни скаларни производи се нула, следува дек тие 


се взаемно нормални вектори, те.а | Б | е. Штом векторите абе се 
взаемно нормални, тие се линеарно независни (ниту еден од овие три 
вектори не може да се претстави како линерна комбинација од 
останатите два вектора) и секој вектор од просторот може да се 
претстави како линерна комбинација од овие три вектори. Во условот 


на овој пример се бара векторот 2 -- ј -- К да се претстави како 


линерна комбинација од векторите 4,6,с, односно се бара да се најдат 
скалрите со, ди ѓу така што 


оа ВБ че са. 
Ова векторска равенка се запишува преку координатите на векторите 
о3, -- 1:21 ма ОТ, -- 1) - у11, 8, 4) Е- НЕ -- Во 


односно 
Едианоп: 


ЧЗа-В ру, а В- буда-- В- 4 с- 41,- 1,11 


и не доведува до следниот систем равенки 
Едиабоп: 


ЗАЕВ жус1 
-а-КВ- бус -1 
20--д-- ус 1. 


За решавање на овој линеарен ситем од 3 равенки со 3 непознати 
најпрво ги наоѓаме неговите 4 детерминанти: 


- 1 а 
р-|-1 4 5-42, 
9: ЗА зА 
14 
ре-|-1 4 БЕ -1в, 
Его -ени 
3 1 4 
ра-|-4 а -5ј14, 
2-1 га 
Шо 
руса а ај, 
е Ч 


Ги определуваме непознатите скалари преку: 
Едианоп: 


-- 3 
Го 45 7 
Вечодња, 2865 И 
Го 45 СЕ 
.. ВВ мава! 
ре се са от 


Тоа значи дека векторот г -- 7 -- Ќ се претставува како линерна 
комбинација од векторите 4,6,с 
Едианбоп: 


со равенката 


Векторски производ на два вектора 
Се дефинира векторски производ на два вектора и неговите својства. Сго55 
ргодист апа ргорегне5 


ВЕКТОРСКИ ПРОИЗВОД НА ДВА ВЕКТОРА 
За решавање на проблеми во кои се бара да се определи вектор кој ќе биде 


нормален на два дадени вектора, се дефинира друг вид на производ кој е 
векторска величина и се нарекува векторски производ и дефинира со: 


Дефиниција. Векторски производ на векторите д и ф е вектор с кој се 
означува со 


ссахр 
и е определен со: 
- должина| с| с | а| б| ба „(а,б); 


- правец кој е нормален на рамнината во која лежат векторите ди 6, 
ОДНОСНО 


с|аисј! 6; 


- насоката на се таква што векторите 4, 6 и с образуваат десна тројка 
вектори, односно се однесуваат по правилото на десен винт (Сл. 1.8.). 


Што 


Слика 1.8. Правило на десен винт 


Својства на векторскиот производ 


Од дефиницијата за векторски производ следуваат следните негови 
својства: 


ах б---б х а (антикомутативен закон) 


со. 


2зах(рчте)сах 


ри ор) 


-а х е(дистрибутивен закон) 


(ови! 


З.Мах 5) с (д а)х р- ах ( 5) (множење со скалар 2) 
4. Акоа Хбир 0 тогаш, 
4 х Б-- боди Б се колинеарни вектори ( 4| 6). 


5. Векторскиот производ меѓу единичните вектори е: 


7 7 


ЕХЈСЕЈХЕСЕЕха сој, 


јхасбјхј-бкхи- 0. 


Ако векторите 4 и 6 се зададени со своите координати 


а“ (Х,у,) и в- (Х, уг, 20), 


нивниот векторски производ изразен преку координати е 


со 


а х ре СТЕ - и) Те гаЌ) Х (24 - 42) ае гоЌ) то 


ор) ри 


сајао(Е ха) Еацр(Ех 0) ага(Е хк)ч 
раа(Јјх а) ивОх) Еигб ха) 
ао(Кх 2) - гу(Кх 7) - га го(Ќ Х Ќе) е 


ге аујК -Е 2122 (-- 7) "Еу (С- СК) ај го Еј -Е аа у2(С- 1) 

со (ага - га) -Е (ааа, - его) (ааа -- ад) Ќ с- 
ај “3 2 41, 1 ШД.,г 

с| ЕЗА | ЈЕ| | Ќ 
2 9 го 22 12 1 


2 


45 СЗ и 2 а 1 
СБ КА (5: ја 
142 22 22 42 22 1 


или изразен преку троредна детерминанта 


ахб|а ш а. 


22 42 42 


6. Плоштината на паралелограмот образуван од векторите а и 6 е еднаква 
со интензитетот на нивниот векторски производ 


Рпаралеограмс | а х б|, 


бидејќи висината на паралелограмот е Н - | а| 5 4( 4, Б), (Сл. 1.9). 


Слика 1.9. Висина во паралелограм 


7. Плоштината Р на триаголникот чии темиња се во три точки со зададени 
координати А(х, ИДЕ и) В(о, уз, 22) И С(хо, уз 73) е 


Р- 1 |АВхАО |. 


Забелешка: Двата вектора кои го образуваат паралелограмот 
(триаголникот) треба да имаат почеток во иста точка. 


Пример 1. Ако а- 42, -- 1,3), б- 10,1, 7) и с- 41,4, 5), да се најде 
(Бхеух(ахв) 


Решение.Најпрво се определуваат координатите на векторите хеи 
ах б. 

Ќ -, -, 

т| с5а КТ -- К-- 28) с- -284 НЕ Т) -- Кс--23,7, - 
5 


њ ин ч 


ав 


1" ЈК Е , Е „ . Е 
|2 -41 8 | -лачж2к-- 14) - За -- - 105 -- 14) Е2Е-- 1-10, - 14,2) 


0 4 7 


Бараниот производ е вектор чии координати се пресметуваат со 
детерминантата 


и „ор со? „и „ор ср 


. . ој ани ШЕ: 

(сеа хбјеј-98 т -1(|а2(-28: 7 слЕ 
ОИ 2 иа, АА | 

РА 

ТЕ абе 5 - ЗБЕ- 23) -- 74) -- 204 -- 28) -- 196К) -- 10,56,3921. 

.. 


Пример 2. Во триаголник со темиња А(1, --1, 2), В5, --6, 2), С(, 3, -- 1) 
да се пресмета должината на висината И спуштена од темето В кон 
страната АС. 


Решение. Плоштината на триаголникот АВС ќе се пресмета со формулата 


-. ДОВ 
Р 2 


2 


но и преку векторскиот производ (особина 7) 
Р- | АВ х АС , 
од каде следува дека 


сос со (АВХАСЈ 
АС до 


Ги пресметуваме координатите на векторите кои се страни во 
триаголникот и имаат заеднички почеток во темето А: 


ДАВе(5- 1, -б--(С1)2-- 2) 44, --5,0), 


ДСс (ас 1,8 (са), са 2)с0,4, -3), 


Векторскиот производ е 


си -) со 


аа ЛИ ДИН крава 
АВХАС-|4 -5 0 | 154846 Ан 12 ј- (15, 12,16) 
0-4. „8 


и има интензитет 


| АВ Х АС | 4/152 122 4 16“ -- 225 1- 144 4 256 -- „625 -- 25. 


Заменувајќи ги вредностите во изразот за пресметување на висината се 
добива 


АВХАС 
реси! хХАС 25 25 25 


дс ЈОТАТЕС)2 м9 5. 


Мешан производ на три вектори 
Се воведува мешан производ на три вектори и негови својства. Тир|е 
5са|аг ргодисе апа ргорегце5 


МЕШАН ПРОИЗВОД НА ТРИ ВЕКТОРИ 


Мешаниот производ на три вектора е скалар кој се дефинира со 
следната дефиниција: 


Дефиниција. Мешан производ на векторите 4, б и се скалар кој се 
означува со (а„б,с) и се пресметува со 


со 


(аБеуса-(Бхејјахо)-г. 


Својства на мешаниот производ 
Мешаниот производ ги има следниве својства: 


1. Ако векторите се дадени со своите координати 


ас ха, ВЕ ај б- 1, Ууо, 25), СС (хЗ, уз, 73), 


тогаш мешаниот производ се пресметува преку троредната 
детерминанта 


1 д а 
(4,9,с) еа | г2 42 22 . 


23 8 48 


Бидејќи мешаниот производ се пресметува преку детерминанта од трет 
ред, неговите својства ќе следуваат од својствата на детерминатите. 


Затоа: 


2. Важи антикомутативниот закон т.е се менува знакот на мешаниот 
производ ако два множители си ги сменат местата и затоа 


(абе) - (ае); 
3. Важи дистрибутивниот закон 
(а Беа) - (аа) (6,4); 


4. Множење со скалар А 


5. Ако било кои два од трите вектори во мешаниот производ се 


колинеарни (паралелни), тогаш (4а,б,с) с- 0; 


6. Ако трите вектори се компланарни (лежат во иста рамнина), тогаш 
(а,р,с) с- 0; 


7. Геометриско толкување на мешаниот производ: апсолутната 
вредност од мешаниот производ е волумен на паралелопипед 
образуван од трите вектори со заеднички почеток, а секој вектор 
претставува раб на така образуваниот паралелопипед. Затоа волуменот 


на паралелопипед со рабовиа,бисе 


со 


Инарателодивет тт | (а И 0 2 с) 


2 


8. Волуменот на тристрана пирамида образувана од векторите а,би с 
е 


2 


параноја теа | (4,6) 


Пример 1 


Дадени се векторите а- (3, 2, 1), б- (1,1, 2) ие- (1,3, 5). Да се 
пресмета: 


а. Волуменот на паралелопипедот образуван од овие вектори; 


6) Плоштината на зидот образуван од векторите ди с. 


Решение 
а) Се пресметува мешаниот производ 


СУВА! 
(аре)с|1 4 2-93 Е4-1-6-18-- -9, 
135 


Волуменот на паралелопипедот е 
и аралелонинит со| (а,6,с) ЕЧ --д Е ој 


б) Плоштината на паралелограмот меѓу векторите 4 и с се пресметува 
со 


ГР паралелограм“ | а Х сј 


Од векторскиот производ 


НЕ 
ахесј3 2 1| -ЈО0гчри-Е9К-- 2К-- 81 -- 9) -- 74 - вј -ТК, 
1 3.5 


следува дека 


анален иа Ве | ах | ќе | НА Ш 8,7) ан је ај (--8)? - 72 -- 162. њ! 


Пример 2 


Да се покаже дека (а -- Вреди Ва бјз -б(а,Б,д). 


Решение 


за решавање на оваа задача, се користат својствата 2, 3, 4 и 5 за мешан 
производ. Затоа најпрво се применува дистрибутивниот закон (својство 
3) за првиот множител, 


па за вториот и за третиот множител: 
Едианоп: 


потоа се применува СВОЈТВОТО 5 и затоа сите мешани производи со два 
исти множители се нула, а потоа се применуваат и свој ствата 2 и 4 


(4, Ба) ч : 

--(а,Б,) (Ба) -- (еба) -- 

- (4,5) -- 6(а,Б,д) з- (4,Б,д) -- 
--б(а,5,о), 


што и требаше да се докаже. - 


Рамнина во простор 


ТОЧКА ВО ПРОСТОР 


Во правоаголен Декартов координатен систем произволна точка М се 
запишува со М(2,у,2), каде реалните броеви 2,1,“ се нејзини 
координати. 


Растојанието меѓу точките М.(21,/1,21) и Мр(22,/2,22) се 
пресметува како интензитет на векторот кој минува низ двете точки 


ММ ас маа- аз)2 КК (уа -ад)2 (2 - 21)? 


Нека точката М0о(20,у0,20) се наоѓа на отсечката ДИ, М. која е 
ограничена со точките М1(21,/1,21) и Мо(22,/2,22) . Координатите на 
Му Мо 


01442 


с- дсе 


точката Мо(е0,у0,Жг0) која ја дели отсечката во однос 


определени со 


С-, ЗАЕКАТО сада КА га ГАг2 
Мит пу МИОА ЗШ“: -ПЕКА 


Специјално, ако точката Ло е средина на отсечката ЛЦ М., нејзините 
координати се 


-. аа -Еа2 са Еу аа -Еаз 
20 с- 2 „/0 с- 2 ,40 Се оо 


Пример 1. На апсцисната оска да се определи точка чие растојание до 
точката 


А(-3,4,8) е 12. 


Решение. За точката М (00,0) која е на апсцисната оска зададено е 
дека МА -- 12. Од формулата за растојание 


МА -- (фо Е3)ѓ (ССА) (Св)? со (фо -- 3)2 ЧЕ 80 -- 12, 


се определува координатата 20 од равенката 


(го -Е 3) -Е 80 -- 144 

ИЛИ 

(то -Е 3)“ с 64, 

која се сведува на равенка со апсолутна вредност 
| 20 "ЕЗ | 8. 

Од дефиницијата за апсолутната вредност 


го -Е 3,зажо “ --3 
„фо 9,820 “. 9, 


очај 


равенката со апсолутна вредност не доведува до следните две равенки 
со решенија: 


зато“ -Зс20 КЗ вот 0 5 
и 


зало “ -д-о ао 3-85 20 с -11. 


Се заклучува дека постојат две точки на апсцисната оска чие 
растојание до точката А е 12, а тоа се точките 


Мм. (5,00) И М.(--11,0,0). Ч 


РАМНИНА ВО ПРОСТОР 


Рамнина во простор може да се определи на повеќе начини и да се 
претстави со неколку видови равенки кои подолу ќе се прикажат. 


Рамнина зададена со точка и нормален вектор 


Еден од начините на определување рамнина во простор е со задавање 
точка која лежи на рамнината и вектор нормален на рамнината. Нека 
Мо(20,уо,го) е точката која лежи на рамнината, а векторот нормален 


на рамнината е п - ЌА, В, С). За да се добие равенката на рамнината, 
се поаѓа од фактот дека векторот ММ саго -- 0,4 -- го) меѓу 
произволна точка М(г,у,2) од бараната рамнина и дадената точка 
Мо(20„уо,го) исто така лежи во рамнината, а со тоа е нормален на 
векторот 7. Користејќи го условот скаларниот производ на нормални 
вектори да е нула се добива 


а 


п-ММ-, 
или запишано по координати ја дава равенката 
А(е ав) ЕВ(у--чуо) ЕЕ С(е-- го) 0, 


која претставува таканаречен точка-нормала облик равенка на 
рамнина. 


Пример 2. Да се напише равенка на рамнина која поминува низ 
точката М (2, -- 3,1) и е нормална на векторот п- (4, 2,-3). 


Решение. Бараната рамнина ќе има равенка 
4(е -- 2) --2(у-- (С-8))-- 3(2,-- 1) с--0 
или 


ах -2ду- 3-1 с 0.4 


Општ вид равенка на рамнина 


Ако во равенката на рамнина (2) се ослободиме од заградите се добива 
равенката 


Ах - Ву к Си - Ахо - Вуџ - Со с- 0, 


ИЛИ ОПШТО 
Едианоп: 


Ах-ВучСиетДР- 


и претставува општ вид равенка на рамнина во простор. Како што се 
гледа од равенката, општиот вид равенка на рамнина е линеарна 
равенка со три непознати. Коефициентите А,В,С пред променливите 
се координатите на нормалниот вектор. 


Понатаму ќе се прикаже општиот вид на равенка на некои специјални 
рамнини кои се добиваат кога некој од коефициентите во равенката е 
нула. 


" Дко слободниот член е нула, те. ГЈ) -- 0, рамнината минува низ 
координатниот почеток и општата равенка на таквата рамнина е 


Ах - Ву з Се с 0; 


" Дко некој од коефициентите пред променливите х,у или г е нула, 
тогаш рамнината е паралелна со соодветната оска (онаа 
координатна оска чија променлива не се јавува во равенката). На 
пр. ако С -- 0, рамнината е паралелна со 2 -- оската и има равенка 


Ах-Вучтр- 0; 


" Дко два коефициенти се нула од кои едниот е слободниот /) --Оа 
вториот е еден од коефициентите А,В или С, на пр. нека С -- 0, 
тогаш рамнината минува низ 2 --оската и е со равенка 


Ах-Ву-; 


г Ако два коефициенти (различни од слободниот) се нула, 
рамнината е паралелна со координатната рамнина определена со 
оските пред кои коефициентите се нула. На пр. ако А--ОиС--0 
„ тогаш рамнината е паралелна со ХО2 координатната рамнина и 
има равенка 


Вудс; 


г Дко три коефициенти се нула од кои едниот мора да е Г) -- 0, се 
добиваат равенките на координатните рамнини: 


2 -- О0еуО“ координатна рамнина; 
у -- Ое хОл координатна рамнина; 
“ -- 0ехОу координатна рамнина. 


Пример 3. Да се напише равенка на рамнина која поминува низ 4 -- 
оската и низ точката М (1,4, -- 3). 


Решение. За бараната рамнина коефициентите В--Ои 20--би 
равенката на рамнината ќе има облик Ах -- С -- 0. Точката 

М(1.,4, -- 3) лежи на рамнината што значи дека ја задоволува 
нејзината равенка, односно А -- ЗС -- 0 или А -- 3С. Со замена на 
оваа вредност во равенката на рамнината се добива 3Сх -- Сл -- 0и по 
кратење со С се добива дека бараната рамнина има равенка 


Зх-ас 0.4 


Сегментен вид равенка на рамнина 


Општиот вид равенка на рамнина (3) може да се подели со слободниот 
член (ГЈ) :Е 0) и да се сведе на обликот 


дат евро 
А В С 


кој се нарекува сегментен вид равенка на рамнина, а сегментите кои 
рамнината ги отсекува на координатните оски 2,у и „ се соодветно а, 


И С. 


Пример 4. Да се напише равенка на рамнина која минува низ точката 
М(2,1, -- 1) и отсекува на Ох и Оу оските сегменти соодветно 2и 1. 


Решение. Бидејќи се зададени сементи кои правата ги отсекува на 
координатните оски, се бара равенка на рамнина во сегментен вид. Од 
условот на задачата познато е дека а-- 2 и б- 1. Затоа равенката на 
рамнината ќе биде 


ВЕНИ 


во која треба да се определи сегментот с. Познат е уште еден услова 
тоа е дека точката М лежи во рамнината, што значи дека нејзините 
координати ја задоволуваат равенката на рамнината, т.е. 


2 а 1... 

2 е 1 ДА с 1 

од каде следува дека с -- 1. Равенката на бараната рамнината е 

Вол ШИ ој. Барса 

2 те 1 Аа ДЕ т- 1, 

ИЛИ ПО ослободување од именителот се добива општиот вид на равенка 


е“рау-р2а 2. 4 


Равенка на рамнина низ три точки 


Рамнина може еднозначно да се зададе и со три нејзини ТОЧКИ 
Ма (а Ад ,га), Мо(ф2,уг,го) и Мз(23,уз,23). Со трите точки и 
произволна четврта точка М (а ,/,2) која лежи во рамнината се 
определуваат три вектори кои го исполнуваат условот за 
компланарност (мешаниот производ да е нула). Затоа равенката 


Ја сад сага 
| да сац Таи гас |кО 
Ха Фу за СЗ а 


претставува равенка на рамнина низ три точки. 


Сноп рамнини 

Две рамнини што се сечат образуваат сноп рамнини. Ако се рамнините 
се зададено со равнките Аа -Е Ву -Е Сте Е ГП --Ои 

Аа - Воу -- Сок -- Гр с- 0, равенката на снопот рамнини е 

Ај ру Сте -Е Ги А(Азг з Вру Е Сеа -Е- ПО) -- ОДА с К). 

За секоја вредност на параметарот А се определува рамнина од снопот. 
Пример 5. Низ пресечната права на рамнините 

Јк--ујви- 1-0 

и 

т-кбу-арадс 0, 

да се напише равенка на рамнина која е паралелна со “/ --оската. 
Решение. Од дадените рамнини се формира снопот рамнини 

4х-- урда- 1 А(е Кбу- а-2)-о 

или 

(ТЕ А)а (СТ бА)у (8 - А)и-- 1 2) с- 0. 

Бидејќи рамнината треба да е паралелна со у --оската, тоа значи дека 


коефициентот пред променливата гутреба да е нула те. 


-Ј БАС 0, 


од каде А -- Ба и заменувајќи ја оваа вредност во равенката на снопот 
се добива бараната равенка на рамнина 


21а - 14е - 3 - 0. 4 


Агол меѓу две рамнини 
Аголот ф меѓу двете рамнини 
Ај Ву Сте-Е Ти с Оди Ар к Ву Се Го с 0 


се определува како агол меѓу нивните нормални вектори 
па сс ААЈ,Ви,СтКуи то с- 1 4,,Во,Со | и се пресметува со равенката 


А.Аз-ЕВ.Во-СТС 


4/ Ајз-ЕВу-Со АЈ А-ЕВо--Со | 


СО5Ф -- 


Од формулата за агол меѓу две рамнини следува дека двете рамнини ќе 
бидат паралелни ако 


исо ЗОО 
Ар ВО 


а ќе бидат нормални ако 

А.А; -Е ЕВ жк СС с- 0. 

Пример 6. Да се пресмета аголот меѓу рамнините 
Зк--у-Е2и-ЕЈ15 сс ( 

и 


„ХЕ ду--Зи-р а со 0. 


Решение. Применувајќи ја формулата за агол меѓу две рамнини 
3-5--(С-1)-9--2-(- 3) 


СО5Ф с- с- 0 следува дека Ф -- -. Ч 


Пример 7. Да се состави равенка на рамнина која минува низ точката 
О(0.0,0) и е нормална на двете рамнини 2х -- у- 22 -- 3 --О0и 
бојрдус доб со): 


Решение. Бидејки бараната рамнина минува низ координатниот 
почеток, нејзината равенка е 


Ах - Ву - Се - 0. 


Двете рамнини 2х - у- 22-83 - Оиж-Зу- 2-6 -- 0 имаат 
нормални вектори та -- 42, -- 1,2) и па -- 11,8, -- 14. Бараната 
рамнина за да е нормална на двете рамнини треба да има нормален 
вектор 7, кој ќе биде нормален на векторите 71 и 2, односно 

1 -- па х по. Пресметувајќи го векторот 


4. СМ 
пет 2-9 ЕЕ, 
8. ај 


равенката на бараната рамнината е 


-х Аура с 0. 


Растојание од точка до рамнина 


Под растојание од точката Мо(20,у0,20) до рамнина 

Ах -- Ву - Ск 0 -- 0 се подразбира најкраткото растојание 
(нормалното) од точката до тамнината. Растојанието се пресметува 
преку релацијата 


а Кој |Ахо--Вуџ--Сао--ДО| 
АВ -С2 


Пример 8. Да се пресмета растојанието од точката А(0,1,5) до 
рамнината 


Зх-рбу-- 2и-- 5 со 0. 


Решение. Со едноставно применување на формулата за растојание од 
точка до рамнина се добива дека растојанието 


Воја 255 јо 
тес со слот сот, ЧЦ 
326 (С2)2 Т (и 


Пример 9. Да се определи пресечната точка на рамнините 
рија ес бакар ау сеа ас 0, 


Решение. Пресечната точка М на трите рамнини е нивната заедничка 
точка и нејзините координати ја задоволуваат равенката на секоја 
рамнина. Затоа се бара решението на системот равенки формиран од 
равенките на рамнините 


сх-рурасб6 
Хот ијраа 
ау кеса 


преку Крамеровите формули. Детерминантите на системот се 


ТЕ, НИ б 1 4 
р-|2 -1 4 |7,р,-|8 1 1 7, 
а То 19)- че 
61 Т.Е 4 
0,2 3 4 ј-14р,-|2 -1 3-2 
На а 


и бидејки ГЈ -- 7 -Е 0 системот има единствено решение 


28... со Во .-. 28... 
Тот ШИ ос ија ГО 


и тоа се координатите на пресечната точка, односно М(1,2,3). Ч 


Права во простор 

Се прикажуваат каноничниот, параметарскиот, општиот и векторскиот 
вид на равенка на права, како и равенката на права низ две точки и 
аголот меѓу две прави. 


Права во простор аналитички може да се определи на повеќе начини и 


подолу ќе се прикажат неколку видови равенки на права и взаемниот 
однос на две прави. 


Каноничен вид равенка на права 


Равенката на права низ точката Мо(г0,у0,г0) која е паралелна векторот 
р -- ЦШут,п) е зададена со продолженото равенство 


и претставува равенка на права во каноничен вид. 


Параметарски равенки на права 


Ако продолженото равенството со кое е задаена правата во каконичен 


облик се изедначи со параметарот “-““. -- 3-49 -- 2-29 --7 се добива 
ес ао-ЕН 
ус цо -Ет 
оа ЊЕ 


што претставува равенка на права во параметарски вид. За секоја 
вредност на параметарот ќ с Ќ се добиваат координатите на една точка 
од правата. 


Пример 1. Да се покаже дека правата г -- 0,у -- ќ,2 -- ќ лежи во 
рамнината бх -- Ху -- 42 -- 0. 


Решение. Права лежи во рамнина ако било кои две нејзини точки 
лежат во рамнината. Во параметарската равенка на прва со задавање на 


различни вредности на параметарот ќ се добиваат координатите на 
различни точки од правата. Така на пример за ќ -- 0, една точка од 
правата е МЈ -- (0,00), а за ќ -- 2, втора точка од правата е 

М, -- (0,2,2). Ако ги замениме координатите на точките во равенката 
на рамнина, за првата точка се добива дека таа ја задоволува равенката 
на рамнината бидејќи 


6-0-40-40- 0, 
а исто така и за втората точка 
6-0 42-42: 0, 


што значи дека правата лежи во рамнината. “4 


Општ вид равенка на права 


Права може да се зададе во вид на пресек на две рамнини 


Ај Вууж Сте Пи с 0 
Ах Вау- Со -Е Го --0 


и овој систем од две рамнини претставува општ вид равенка на 
права. 


Координатите на векторот р со кој е паралелна правата се 
определуваат преку коефициентите од системот рамнини со 


Ав ој 
ВАН в.! СС АЕ-Е СЕ: 


А. ВВ С5 


Права низ две точки и пресек на две прави 


Права може да се определи ако се познати координатите на две нејзини 
точки. Равенката на права низ која минува низ точките М1 (21,/1,21) И 


М.(22,/2,22) ќе се добие преку равенката на права во каконичен 
облик, каде една од точките се зема за точка низ која поминува правата 
на пр. точката М1, а векторот со кој е паралелна правата е векторот 
меѓу двете точки и равенката на права низ две точки е 


1-2) . Џо аа 


тоа ДО дата 
е Пресекот на две прави, ако постои, е нивната заедничка точка. 
Две прави кои не се паралелни се сечат само ако лежат во иста 
рамнина, а во спротивно тие се разминувачки прави И немаат 
пресек. 


Пример 2. Да се покаже дека правите г -- 1 -- 2Биу -- 2 -- 4,2 -- 4 - 24 
Ис дрќаус- д-8би-- -4-- се сечат. 


Решение. Најпрво преба да се покаже дека правите се компланарни. 
Правата ф 1 1 26 2-2 со 4-2 


поминува низ точката М, (1,2,4) и е паралелна на векторот 
рас 42,--1,-- 2) а правата а -- 9 Еу 5 -ЕЗБас--4- 
поминува низ точката М. (9,5, -- 4) и е паралелна на векторот 
ро -- 41,3, -- 14. Двете прави се компланарни бидејќи 


8. О- „СВ 
(ММорр)с|а1 3 ај. 
рој, 5-30 


Компланатните прави (ако не се паралелни) се сечат во точка, што 
значи дека постојат параметри ѓ1 и ѓќотакви што координатите на 
пресечната точка од првата права 2 -- 1 -Е 2Бју -- 2 -- (1,4 -- 4 - 244 
и координатите на пресечната точка од втората права 

хсдрфиус- 5 -Е86,а с- -4-- се еднакви, односно точките 
имаат исти соодветни координати 


1 2 9 


2-11 5-36 


4 -- 244 с- -4-- фо. 


Од првите две равенки се добива ѓ| -- Зи ѓ2 -- --2 и овие вредности ја 
задоволуваат третата равенка. Координатите на пресечната точка ќе се 
добијат со замена на една од добиените вредностите за ќ во 
соодветната права. На пр. ако вредноста 41 -- 3 се замени во 
хаус 2--,а с- 4-- 2 се добиваат координатите на 
пресечната точка М (7, -- 1, -- 2). 4 


Агол меѓу две прави 


Аголот меѓу правите 


се определува како агол меѓу векторите р1 -- "П,та,паки 
рз -- Гуто,па) со кои се паралелни правите, те. 


10 -Етато-Етато 
атар Вато ста 


Затоа условот за паралелност на две прави е 


СО5Ф -- 


Пи. 


0, Но а 
а условот за нормалност е 

10| тато -Е патос О. 

Пример 3. Да се покаже дека правите 

ас а- ус да 1 ЕЕит - 1 2Бус- 3 - 4,2 с-- 5 - 2 


се паралелни и да се најде растојанието меѓу нив. 


Решение. Правите се паралелни бидејќи векторите р1 -- 1--1,2,1|и 
рр -- 42,--4,-- 2) со кои се паралелни правите го задоволуваат 


условот за паралелност 


Кога правите се паралелни, растојанието меѓу нив се определува преку 
нормалното (најкраткото) растојание од било која точка од едната 
права до втората права. За таа цел низ една точка од првата права се 
повлекува рамнина нормална на правата и прободот на таа рамнина со 
втората права е точка која е на најкратко растојание. Растојанието меѓу 
овие две точки е бараното растојание. Точката А(2,0,1) е точка од 
првата права 2 -- 2--ќиу-- 26,2 -- 1 -- Акоја е добиена за ќ -- 0. 
Равенката на рамнина низ точката А(2,0,1) нормална на векторот 

ра с- 4--1,2,1) ќе гласи - (е -- 2) -2(у-- 0) -1(2--1) -- Оипо 
средување се добива 

Едианоп: 


сак ду ка ес 0; 


Прободот на оваа рамнина со втората права ги определува 
координатите на точката Вкоја е на најкратко растојание од точката А. 
За таа цел се решава системот равенки 


-ераутечж1- 
1 2Бу сс 3 - ис 5 - 2 


и со замена на параметарските равенки на правата во рамнината се 
добива 


-(ча)чт2(8- 4) 5 -- 2-10, 


ИМ Са 
од каде се определува вредноста на параметарот ќ -- -5-. Заменувајќи 
ја оваа вредност во равенката на втората права 
е 2-- бис 202 с- 1 4 со добиваат координатите на пресечната 


точка В(1, 19). 


Растојанието меѓу точките А(2,0,1)и В (е ; а ; 19) го определува 


растојанието меѓу паралелните прави: 


Векторски равенки на права 


Правата може да се зададе и во векторски вид кога се знае една нејзина 
точка Мо(Ф0,уо,20) и векторот р -- "Гут,т) со кој правата е 


паралелна. Векторот низ точките О и Мо е ОМ -- "20,у0,го | и нека 


се воведе ознаката ОМ) -- ро,а 7 -- 14,у,Х)| е било кој вектор со 
почеток во О и крај во произволна точка М (а ,у,2) која лежи на 
правата. 


Равенката 
Едиабоп: 


т ро -Сќр 


каде ќ с Ќе произволен параметар претставува равенка на права во 
векторски вид. 


Права и рамнина во простор 
Се разгледува взаемниот однос на права и рамнина во простор. ТВе 
ге|ацоп Бекуееп Цпе апд р|апе 15 орзегуеад. 


Ќе се разгледа взаемниот однос на права и рамнина во простор. Затоа 
нека се зададени равенките на правата 
Едиабоп: 
т- 0 Ус 90 “20 
( т п 


и рамнината 


Ах Ву - Сх-- ПО - 0. 


Агол меѓу права и рамнина 


Аголот меѓу правата и рамнината се определува како агол што го 
зафаќа правата со својата проекција врз рамнината и е даден со 
формулата 


(АГЕВта-Сп| 
ЈАВЕ а" 


5ШаФ с- 


од каде следува дека правата и рамнината се паралелни ако 
АЈ Виш Сп- 0, 


а нормални ако 


АНИ оо зе 
тт 


ба 
Пример 1. Да се напише равенката на проекцијата на правата 


к--фу--ди--б сс 
Фа а сс (О 


врз рамнината 2х - у-а- 1-0. 


Решение. Ако правата не е нормална на рамнината, проекцијата на 
правата врз рамнината е права. За да се определи проекцијата, низ 
правата се повлекува рамнина нормална на дадената рамнина и 
пресекот на тие две рамнини е бараната права (проекцијата). За таа цел 
правата се пишува во облик на сноп рамнини 

Едианоп: 


х--жу- 2/-- 5 А(е-24-- 2) --0 


односно во обликот 
(5 А)ж-- жу Е(С-2 4 27)Х-- 5 -- 2) с 0. 


Нормалниот вектор на снопот рамнини е ти -- 15 -ЕА,--4,-- 2-27), 
а нормалниот вектор на дадената рамнина е т5 -- 42, -- 1,1). Овие 
вектори треба да се нормални и затоа 


1 | 1 е 0, 
или изразено по координати 
ага сосе 1(-ЗЕГОКј 0, 


од каде се добива дека А -- --3. Заменувајќи ја оваа вредност во снопот 
рамнини се добива равенката на рамнина 


ак --фу -- ви 1 с-( 
која поминува низ дадената права и е нормална на дадената рамнина. 


Системот од двете равенки на рамнини (добиената нормална рамнина 
и дадената рамнина) 


ах -- фу ви 1 сс 
Кај тие 


ја дава равенката на проекциј ата на правата врз рамнината зададена во 
општ вид како пресек на две рамнини. “4 


Пример 2. Да се определат координатите на точката Мо(20,у0,20) која 
е симетрична на точката А(1,0,2) во однос на рамнината 
акпрајса бос; 


Решение. За да се опредли симетричната точка, низ точката А се 
повелекува права нормална на рамнината (нормала). Векторот 
нормален на рамнината е 


пс 142,1,- 1), 


па равенката на нормалата е 


5-1. ад-О г-д 
2 41 -1? 


или запишана со параметарски равенки 
фе --1 2 


ус 
вано И ој. 


Прободот на нормалата со рамнината е точка која се добива како 
решение на системот равенки 


дејеа тр веО 
Фе 1-2 
ус 
оде, 
Овој систем се сведува на равенката 


21) нЕ- (2-8 6-0, 


од каде се добива дека ќ -- --1 и со замена на оваа вредност во 
равенката на правата се добиваат координатите на точката на пробод 


В(-1, - 1,3). Точката В е средина меѓу точката А(1,0,2) и точката 
Мо(20,уо,го) и нејзините координати се аритметичка средина од 
координатите на крајните точки 


ТЕ .. 
то, 
Отуо 
сис, 
20 

9 ани а 3 


од каде 


Ф0 сс 8 
Џо с- 2 
го сс 4, 


и симетричната точка е М(--3, -- 2,4). ч 


Рамнина низ две прави 


Две прави во простор секогаш не определуваат рамнина. Двете прави 


га. Ма ага 
П та па 

И 

2-2 | Џи 42 
Гр то по 


определуваат рамнина само ако се компланарни, т.е. ако е исполнет 


условот за компланарност на трите вектори р,, РИ ММ, кој се 
задава преку мешаниот производ 


Хо ту ос 22 а 
| АТ ШТ ЦА Е: 0. 
5 то то 


Пример 3. Да се покаже дека правите 


е оРаЦ 
ес 4-4 

И 

ет д- 

ус 4-- 21 
УАа 


се паралелни и да се најде равенката на рамнината која ја определуваат 
двете прави. 


Решение. (Прв начин)Векторите со кои се паралелни правите се 
рас 1, 2, -1) иро- (СТ, 2, ва 


а правите се паралелни бидејќи го задоволуваат условот за 
паралелност 


речко. Прима рано 
ТТ. 


Равенката на рамнината низ двете паралелни прави ќе се добие ако се 
формира рамнина низ првата права (сноп рамнини) и низ точка од 
втората права. Првата права која е зададена во параметарски вид со 
равенките 


Едианбоп: 
теа Ги 
ус 3-2 
84 


се доведува во каноничен вид 


Ед УЗ 2-4 
Ето 


а потоа И ВО ОПШТ ВИД 


Едчацоп: 
хЕ2 д-3 
нннаји 
еа. а-4 
СТ 


и по средување 


2хХ-ужкТсО 
т-ра-- ад с- 0. 


Снопот рамнини што го дефинира оваа права е 
Едианоп: 


ах-ујКТ Аја Ке- 2)с 


и од него треба да се избере рамнината која поминува низ една точка 
од втората права, а таква е на пример точката (3, 4, О). Со замена на 
нејзините координати во снопот рамнини се добива 


2-3 4АТАА(8 0-2) 0, 


од каде А -- --9 и заменувајќи ја оваа вредност во снопот рамнини 
равенката на бараната рамнина е 


гх руда со 9. 


(Втор начин)Повеќето задачи од аналитичка геометрија дозволуваат 
разни начини на решавање. Оваа задача може да се сведе и на 
проблемот за компланарност на три вектори, кој е поедноставен 
начина за нејзино решавање. Затоа треба да се определат три вектори 
што ги определуваат овие две прави. Бидејќи правите се паралелни се 
зема само еден од векторите во правец на правите на пр. векторот 

р с- 41,2, -- 11. Вториот вектор е векторот меѓу две точки од правите. 
На првата права и припаѓа точката А(--2,3,4) а на втората точката 


В(3,4,0), а векторот меѓу овие две точки е АВ - 15,1, -- 4).Третиот 
вектор АМ -- је 2, -- За -- 4 е формиран меѓу произволна точка 
М(е,у,г) од рамнината и една од дадените точки, на пример точката 
А(--2,3,4). Овие три вектори треба да се компланарни па затоа 
рас аа 24 
(ЖЕ ев 
Хо 1 га 


од каде се добива равенката на бараната рамнина 


Тх Кук а сс 25. 


п-ДИМЕНЗИОНАЛЕН ПРОСТОР 

Се воведува поимот за п-дименионален простор и метрички простор со 
Евклидова или произволна метрика. Се дефинираат поимите за п- 
сфера како оклина на точка, внатрешна и гранична точка како и 
отворенено и затворено ножество. Тре п-дитепчјопа! зрасе 15 шиодисед 
маш ЕисНад ог репегаЦаед тенјсч. 


Дефиниција. Множеството од сите подредени т --торки 

Х -- (Ф1,22,...,2д) реални броеви се нарекува п-димензионален 

простор и се означува К“. Х се нарекува точка на просторот Њ", 

додека реалните броеви 21,22,...,4„ се координати на точката Х. 


За т -- 1 просторот Ќ е еднодимензионален и тоа е бројната оска, за 
т -- 9 просторот Њ“ е дводимензионален и тоа е рамнината, а за т -- 3 
просторот Њ“ е тродимензионален и се нарекува само простор. 


Две точки Х -- (21,22,...„да) И К -- (у1,у2,...„ул) се совпаѓаат ако и 
само ако ; -- у,,(4 -- 1,2,...,т) и се пишува Х -- И. Во спротивно, 
точките не се совпаѓаат и се означува Х -А Ќ. 


На две точки Хи У,(Х ЈА У) од просторот ЕК" може да им се 
придружи ненегативан реалан број а( Х,У) наречен растојание меѓу 
точките Х и У кое ги задоволува условите: 


- ШУ,Х), 
(Ки) ах) каси), 


Бројот 4(К,У) определува метрика 4 во просторот Ќ“, а просторот 
Ќ" се нарекува метрички простор и се означува со (К" 4). 


Вообичаена метрика во просторот Ќ“ е Евклидовата метрика која 


понатаму ќе ја користиме и таа го определува најкраткото 
праволиниско растојание меѓу две точки Х и У со равенката 


ОДЕ ЗЕЛЕТЕЕЧНЕЧСНЕЕТА ЕЕ ууанстеат КИ 


Постои и поопшта, наречена ГР --метрика која се дефинира со 


Ш Цј 
4„(Х,У) ќи (кс | Фк Чк Р) ер ОД: 


Зат -- 2, --метриката се сведува на Евклидовата метрика 42(К,У) 
која претставува најкратко (праволиниско) растојание меѓу двете точки 
Хи У во рамнина. 


Една од наједноставните површини во т, -- димензионалниот метрички 
простор е сферата. 


Дефиниција. Сфера со центар во точката А -- (а1,а2,...,ад) и 
полупречник Ќ е множеството точки Х с Њ“ кои го задоволуваат 
условот 42( Х,А) -- Ки има равенка 


(аа - ај) (до - аг)2 (еа - ад)“ со Њ“. 
На Са. 1. се дадени примери на 2- и 3-димензионални т --сфери. 


Површината на т -- сферата го дели дели просторот" на два дела. 
Внатрешниот дел заедно со површината на сферата се нарекува т, -- 
сфера или т, --топкасо полупречникК и се означува со К(А,К) и се 
определува со неравенството 4,(Х,А) с. Ќ. 


Дефиниција. Сферата К(А,е) -- 1 Х с ВЕ" | ф(Х,А) с е) се 
нарекува сферна е -- околина на точката А, а бројоте - Ое 
полупречник на околината. 


Во дводимензионалниот простор Њ? сферна г --околина на точката 
А(20,уо) е множеството точки од внатрешноста на кругот со центар во 
точката А и радиус Е, те. 


(ис КА) Је-ао) (ус). се. 


Слика 1. Единични р-сфери во 2- и 3- димензионален простор за 
различни вредности нар 


Во дводимензионалниот простор сферната околина на дадена точка е 
круг, додека во еднодимензионалниот простор сферната околина е 
интервал. 


Нека го разгледуваме дводимензионалниот простор 2? и нека во него е 
дадено произволно множество. Точката А (20,0) се нарекува 
внатрешна точка за множеството ако постои кружница со центар во 
точката А(го,уо) и радиус секоја содржи само точки од множеството. 
Ако во секоја кружница со радиус си центар во точката А(20,у0) се 
наоѓаат и точки кои не припаѓаат на множеството, точката се нарекува 
гранична точка за тоа множество. 


Важни особини за множествата се затвореноста/отвореноста и 
ограниченоста/ неограниченоста. 


Дефиниција. Множеството се нарекува затворено ако тоа ги содржи 
своите гранични точки, а во спротивно тоа е отворено. 


Исто така множеството може да биде ограничено или неограничено. 


Во еднодимензионалниот простор Ќ едно множество е ограничено ако 
тоа може да се смести во внатрешноста на еден конечен интервал. Во 
просторот Њ? множесвото е ограничено ако постои правоаголник со 
конечни страни во кој се наоѓаат сите точки од множеството и 
аналогно, во просторот Њ" множеството е ограничено ако постои 
паралелопипед со конечни страни во кој се сместени сите точки од 
множеството. 


ПОИМ ЗА РЕАЛНА ФУНКЦИЈА ОД ПОВЕЌЕ РЕАЛНИ 
ПРОМЕНЛИВИ 

Се дефинира реална функција од повеќе реални променливи, со 
посебен осврт на функциите од две променливи кои воглавно ќе бидат 
предмет на понатамошното изучување. Ќеа! Мипсноп оѓ ќи ог тоге геа! 
агоштепг5 (5 деПпед. 


Дефиниција. Секое пресликување Ј, кое произволно подмножество од 
множеството К" го пресликува во подмножество од Ќ се нарекува 
реална функција од п реални променливи. 


Дефиниција. Подмножеството кое се пресликува се нарекува домен 
(дефинициона област) на функцијата Ј и се означува со /)/,а 


| 
неговата слика е кодомен на функцијата Д и се означува со Г) РЕ 


В" СР В 


Слика 1. Функција од п-променливи 


Функцијата од п променливи вообичаено се означува со Ј:К“--К 
или Ј:Гру- Гора „ односно со УК -- Ј(Х) -- Ј(21,22,..-,2 а). 


Дефиниција. Функција со две променливи е пресликување на доменот 
0, во В, односно Ј:В? - Ки се означува со 2 -- Ј (гу) каде 
(гу) е ВР. 


Функцијата од две променливи графички се претставува како дел од 
површина во простор, те. како множество точки во просторот 


Г зи 18) | (2,4) е Ру). 


Пример 1. На Сл. 2. а) е прикажан дел од графикот на функцијата 
Ју) с 2 е 7/3 УАсов(8.2х)сов(1.Ау), 


над правоаголниот домен 0, -- 41,2.5) х 10.5,2.3). ч 


а) 


Слика 2. а) График на дел од функција со две променливи над 
правоаголен домен 


Освен што функцијата со две променливи графички се прикажува како 
дел од површина во простор, таа може да се прикаже и во рамнина 
преку проекција на ниво-линиите на дадената површината. 


Дефиниција. Ниво линии на една површина над доменот /0,,е 
множеството на точки на висина 2 -- С, те. 


Мек Деј С (2) е 2 „Се 


Најчесто некој дел од површина во простор се претставува со низа од 
ниво-линии Хе, ,Ке,,---„Ке, кои одговараат на низата константи 

Са с Со с ... с Ск кои се бираат така да го покриваат интервалот од 
минималната до максималната вредност на функцијата Јнад дадениот 


домен. На Сл. 2. 6) прикажани се 11 ниво-линии на површината од Сл. 
2.а). 


0) 


Слика 2. 6) Ниво линии на истата функција. 


На Слика 3 а) прикажана е проекцијата на ниво линиите од Слика 2. 


а) 


54555 


0) 


Слика 3. Ниво линии-проекција; Изохипси 


Домен на функција од две променливи 


Доменот на функција од две променливи се определува во 
дводимензионален простор, односно во ХОу --рамнината. Во најопшт 
случај тоа е рамнина или некој нејзин дел и се определува според 
обликот на функцијата и нејзините огранучувања. 


Пример 2. Да се определи и нацрта доменот на функцијата 


а) Ј(еу) с- Мет меса 
б) Ј(е,у) -- агсет реироНИ 


Решение. а) Бидејќи функцијатај (2,у) е дефинирана преку збир од 
две функции, нејзиниот домен ќе биде пресек на домените за секоја 
поединечна функција од збирот. Доменот на функцијата квадратен 
корен се определува од условот подкореновата величина да е 


ненегативна и затоа дадената функција ќе биде дефинирана за 
ткутбич--у ге 0, односно за -аич С Ф. 


Графичкиот приказ на овие неравенства е (Сл. 4): 


г делот од рамнината од ! квадрант со правата у -- г и под неа; 
" делот од ГУ квадрант со правата у -- --г и рамнината над неа. 


Слика 4. Домен на функцијата ѓ -- 4/4 Еу 4/а -у 


б) И оваа функција е дефинирана како збир на две функции. Аркус 
синус е функција дефинирана за вредности на аргументот кои се по 
апсолутна вредност помали или еднакви на 1, па затоа функцијата 
агсош “ ќе биде дефинирана за 


| | с1Џ -1е 3 слих“о, 


додека втората функција од збирот е квадратен корен ци дх-- аа 
е дефинирана за Хх -- а“ -- у“ “0. На Слика 5 графички е прикажан 
доменот на функцијата ( кој е решение на системот неравенки 


јујс|а | Аа Ол (е 1)2 ад с1. 


5: |(јјМ,хкО 5: (с- Оу“ е 


Слика 5. Домен на функцијата 
Ј(а,у) с- агсет 3 акад а. 


ГРФИЧКО ПРЕТСТАВУВАЊЕ НА ФУНКЦИИ ОД ДВЕ 
ПРОМЕНЛИВИ 
Графички се прикажуваат елементарните функции од две променливи. 


Бидејќи функција со две промеливи претставува површина во простор, 
таа може графички да се претстави во тродимензионален простор. 
Листот хартија на кој се претставува површина е дводимензионален, 
што тоа значи дека при графичкото претставување на функции со две 
променливи се намалува димензијата на просторот за еден, односно 
вршиме проекција на тродимензионалниот во дводимензионален 
простор. Пресметувањето на вредностите на функцијата за дадена 
точка не ни помага во графичкото претставување на функцијата, 
бидејки во просторот се добиваат бесконечно многу точки кои е тешко 
да се поврзат и од нив да се воочи обликот на површината. Затоа од 
помош се ниво-линиите кои го даваат обликот на кривата која се 
добива како пресек на површината Е(2,у,г) -- 0 со рамнини 
паралелни со координатните рамнини, 2 -- С или у -- С или 2 -- С. 


Графички ќе ги прикажеме стандардните (елементарни) функции од 
две променливи. Тие се квадратните функции и од облик 


Ах Ву Оч ркуч Еха Куку Ст Нуј Ге Јо 0. 


Стандардните квадратни функции чии равенки се добиваат од 
наведената квадратна равенка се: сфера, елипсоид, параболоид, 
хиперболоид со едно или две крила, конус, хиперболичен параболоид, 
цилиндрични површини и рамнини. Рамнина се добива за 
А-В-С-П0-Е- Е-- 0) арамнините беа подетално изучени 
во делот за Аналитичка геометрија во простор. 


СФЕРА 


Сферата уште се нарекува и топка. Равенката на сфера со центар во 
точката 


(Со,уо,го) и радиус Ќе 


(е - ао)ѓ -(у-- цо)? (е-- го)? -- В2. 


Специјално, сферата (Сл. 1) кога нејзиниот центар е во координатниот 
почеток О(0,0,0) е прикажана на Сл.1 и таа е со равенка 


гру рас В. 


Слика 1. Сфера со центар во координатниот почеток 


Кај сферата, сите пресеци со координатните рамнини се централни 
кружници со радиус Ќ, а пресеците со рамнини паралелни со 
координатните рамнини и на растојание помало од радиусот Ќ исто 


така се кружници. 


ЕЛИПСОИД 


Општата равенка на елипсоид со центар во точката (20,/0,20) и оски 
а,б,се 


Специјален елипсоид (Сл. 2) е кога центарот е во координатниот 
почеток О(0,0,0) и има равенка 


2 2 2 


ани ПЕ И 


а? 


Слика 2. Елипсоид со центар во координатниот почеток 


Кај елипсоидот, сите пресеци со координатните рамнини или рамнини 
паралелни со нив (на растојание помало од оските) се елицси. 


КОНУС 
Површината 
г2асадка 


е конусната површина или накусо конус (Сл. 3) со теме во 
координатниот почеток, издолжувањето е по 2 --оската, а пресеците со 
рамнини паралелни со ХОу рамнината се кружници. Пресеците со 
рамнини паралелни со координатните рамнини уО2 и хО7 се 
хиперболи. 


Слика 3. Конус 


Поопшта равенка на конусна површина е елипсовидниот конус кај КОГО 
пресеците со рамнини паралелни со хОу рамнината се елипси. 
Таквиот конус има равенка 


аа хра 
а еде НА он 


Уште поопшта равенка на конусна површина е кога темето е во точката 
(Соуо,го) и тогаш конусот е со равенка 


Фа 2 ти 2 
(а - го) -- ( 9) е мој : 


ЕДНОКРИЛЕН ХИПЕРБОЛОИД 
Еднокрилниот хиперболоид има равенка 
руса, 


и тоа е површина која е издолжена по 2 --оската (Сл. 4). Пресеците со 
рамнини паралелни со ХОу рамнината се кружници чии радиуси се 
поголеми од Ќ, а пресеците со рамнини паралелни со координатните 
рамнини уО2 и хО“ се хиперболи. 


Слика 4. Еднокрилен хиперболоид 


Кај елипсовидниот еднокрилен хиперболоид пресеците со рамнини 
паралелни со хОурамнината се елипси и тој има равенка 


ДВОКРИЛЕН ХИПЕРБОЛОИД 
Површината со равенка 
труд гас -Њ 


се нарекува двокрилен хиперболоид. 


Слика 5. Двокрилен хиперболоид 


Двете крила на хиперболоидот се распространети вдолж 2 --оската и 
има темиња во 2 -- -ЕК. Пресеците со рамнини паралелни со хОу 
рамнината се кружници, а пресеците со рамнини паралелни со 
координатните рамнини уО2 и хОХ се хиперболи (Сл. 5). Двокрилниот 
хиперболоид исто така може да биде и елипсовиден и тој е со равенка 


ПАРАБОЛОИД 


Параболоидот е површина која е зададена со равенката 
зо ша „ЗИ 
си се“ ја“ е -- сопв, 


Неговата равенка е квадратана функција по две променливи а по 
третата е линерна. За с “ 0 параболоидот е површина за која2 г Ои 
се наоѓа во првите четири октанти. Темето е во координатниот 
почеток, пресеците со рамнини паралелни со хОу рамнината се 
кружници, а пресеците со рамнини паралелни со координатните УО7 и 
хО7 рамнини се параболи (Сл.б). 


Слика 6. Параболоид 


За с с- 0 параболоидот со отворот е свртен надолу. Поошт вид е 
елипсовидниот параболоид чии пресеци со рамнини паралелни со хОу 


рамнината се елипси и има равенка 


2 2 
со. На У 
Си Ри“ 


ХИПЕРБОЛИЧЕН ПАРАБОЛОИД 


Хиперболичниот параболоид има равенка 


Слика 7. Хиперболичен параболоид 


Тоа е површина чии пресеци со рамнини паралелни со ХОу рамнината 
се хиперболи, а пресеците со рамнини паралелни со координатните 


уО2 и хО“ рамнини се параболи (Сл. 7). Поопшт облик на 
хиперболичен параболоид се задава со равенката 


рис ЕС Шо 
Аа ГР 


ЦИЛИНДРИЧНИ ПОВРШИНИ 


Површини во простор во чија равенка се јавуваат само две променливи 
се нарекува цилиндрична површина. Најкарактеристична цилиндрична 
површина е цилиндерот. 


Равенката 
2 ЕВ и? -р 
претставува цилиндер во простор чија основа е централна кружница во 


хОу рамнината и изводниците од секоја точка од кружницата се 
паралелни со г --оската (Сл. 8). 


ГРНИЧНА ВРЕДНОСТ И НЕПРЕКИНАТОСТ НА ФУНКЦИЈА ОД 
ДВЕ ПРОМЕНЛИВИ 

Се дефинира гранична вредност (граница) и непрекинатост на 
функција од две променливи. 


За функција од две променливи ќе дефинираме гранична вредност. 


Дефиниција. Функцијата Ј(2,у) -- ЈК) има гранична вредност 
(сраница)/, во точката А -- (а,р)е ГЈ) Сс Њ? ако за секој произволен 
број е “: 0 постои број д -- д(Е) -- О така што од Х с К(А,6) следува 
дека Ј(А) с К(Г.е) и се означува 


ОЧЕ 
при што Х -5 А означува дека -уадју-б. 


Значи бројот /, е гранична вредност на функцијата Ј(с,у) -- Ј(Х) во 
точката А -- (а,б) ако функцијата Ј(Х) -? Г кога Х -- А. 
Приближувањето на точката Х кон точката А е произволно, што значи 
дека точката Х може да се проближува по било која крива (патека) кон 
точката А. 


Пример 1. Да се најде граничната вредност на функцијата 
Ј(2,)-с оа во произволна точка А -- (а,в). 


: . аБ 
Решение. Ако (а,б) :Е (0,0), тогаш „а ед) сс ар: 


Слика 1. Приближување кон координатниот почеток по права 


Ако (а,б) -- (0,0), тогаш (гу) - (0,0) и приближувањето на точката 
(Су) кон координатниот почеток може да се одвива на бесконечно 
многу начини. Ако тоа приближување е на пример по правата 

у -- Кх,(К с ДК) (Сл.1), тогаш 


Це. Ј(ед)сс Ши Ќ 


Ен. АА нИИ УЧИ 
х-Оду-укх х-0у-кх аку? ТЕКА“ 


што значи дека ганичната вредност зависи од коефициентот на 
правецот Ќ од правата по која точката (2,у) се приближува кон коорди- 
натниот почеток и означува дека единствена гранична вредност не 
постои. - 


Аналогно на дефиницијта за непрекинатост на функција од една 
променлива, се дефинира непрекинатост на функција од две 
променливи. 


Дефиниција. Функцијата 1 (су) дефинирана во околина на точката А 
е непрекината во таа точка ако 


На ЈО) -- НА). 


Х-ЈА 


Непрекинатоста на функција во точка означува дека постои гранична 
вредност во таа точка и таа е еднаква со вредноста на функцијата во 
истата точка. 


За функцијата Ј се вели дека е непрекината во множеството /) ако таа 
е непрекината во секоја точка од тоа множество. 


Ке наведеме некои основни својства на непрекинатите функции 
дефинирани во затворено и ограничено множество 2: 


- Сума и производ на напрекинати функции е непрекината 
функција. Количник од непрекинати функции е непрекината 
функција во сите точки во кои именителот е различен од нула. 


" Секоја функција Ј непрекината во дадено множество) е 
ограничена во тоа множество. 


" Во множеството/) постои најмалку една точка во која 
непрекинатата функција има најголема вредност и најмалку една 
точка од множеството /) во која функцијата има најмала вредност. 


" Ако во две произволни точки А1,А2 с Г закоиа -- Ј(А1), 
р -- Ј(Аз) иако а с- 6, тогаш функцијата Ј ги прима сите 
вредности од интервалот (а.,б). 


ПАРЦИЈАЛНИ ИЗВОДИ ОД ПРВ РЕД 

Се дефинира парцијален извод на функција со повеке променливи и негово 
геометриско толкување. РагЦа! денуаЦуе5 оѓ а Гипсноп оѓ куо ог тоге уатцарБје5 15 
деВНпед апд Феј веотешс 5јепШсапсе. 


Нека функцијата г -- Ј(81,22,...,2„.) е дефинирана во околина на точката 
А(алт,а2,-.. ад). 

Дефиниција. 

Разликата 

Дар сака 

се нарекува нараснување на променливата г., а разликата 

АЈ(А) се Ј(алсак ГТ Ааа) Ј(а1-здиоеат) 


парцијално нараснување на функцијата Д во точката 4 по променливата гу. 


Дефиниција. 
Ако постои граничната вредност 


гра Ј(ат,--- ак Декзат)-- Ј(ал,--зак--зат) 
Аалр-0 Аа Дар-0 Аа 


таа се нарекува парцијален извод на функциј ата ј по променливата г; во точката 
Аисе означува со 


дај) ј; д2А) 
за: ИЛИ Ј,,СА) или сос или 2, 


дј(А) 
(ари 


Изразот 


9ј(Х) | 
де. |Х- 


скратено ја означува вредноста на изводот во дадена точка 


За функција со две променливи 2 -- ј(2,у) се дефинираат два парцијални извода, 
по секоја независна променлива. Нека А(20,у0) е точка од дефиниционата област 
на функцијата Ј (Су) и нека „Ах и Ду се соодветните нараснувања на 
променливите ги гу. 


Дефиниција. 


Парцијален извод по променливата х за фунцијата ј(2,у) во точката А(го,уо) е 
граничната вредност 


. Ј(хоАаејо)-Ј(аочо)  дЈ(тоуо) 
До Аг сооб 
Аналогно, 

Дефиниција. 


Парцијален извод по променливата у 3 а фунцијата Ј (,у) во точката А(хо, уо) е 
граничната вредност 


вр Ј(еоџоАу)-Јаоцо)  дЈ/(годо) 
Ду-0 Ау ду | 


Г(хоцо) ди(хоџо) 
да 


Парцијалните изводи 5 Јо "НА функцијата ј (,у) обично се пресме- 


туваат во произволна точка Х (2,у) од дефиниционата област. Кога се бара 
парцијалниот извод по променливата г, промелнливата гу се смета за константа и 
обратно. 


Парцијалните изводи се означуваат со некоја од ознаките: 


. 2 Ќ 2 0 д 
парцијален извод по а: Ј.(С,у),Г,, 2, об ; 
Е ви "дој д 
парцијален извод по 1: Ди) Ѓугѓу бу ду“ 
| | ија „СМЕ 
Пример 1. Да се најдат парцијалните изводи на функцијата 2 -- Ш Сара 


Решение. Зададената функција е функција од две независни променливи и затоа ќе 
има два парцијални извода по секоја променлива. Се пресметува парцијалниот 
извод по променливата 2: 


диск МН (Ева га 
„! 


ЕД Ман а 


а) лина) кот 2(нен) 
(еднаа на) 


(и) ина) (би (нотни 
И ( Маца ) : уни не 


. Мада (Ина). 
Ш (ене ау ) ааа (а куѓ ше) -. 
Миа ува(уатича). 
Ш су? ЕИ -2уг Ш су - „2 


мани ј(ианина) Мини ув Мани" 


од каде следува дека -- ќе ас 
ха 


Сега се пресметува и парцијалниот извод по променливата 1/: 


ЕЕ 22 г) ( 22 2 г) у 
фе (Ив „Дете. нети њиј а Кожа ет 
ду ао Мануне џ ха а (еднина) ј 


(Ој, „(Инична) (ИНИ) 


ау. Јаде рен Ѓ 
у ма ана) 


„(иг куда гу? г) Ш доо; И зар Е ри 
ЧА ИО ОРЕВ ОИААРАВА РЕЈ ЕВА ОР ое ВИНА урива СОЛЕТА би 
ад (аѓчии-а) (ага) Ман (една?) ау УМ ауѓ 


дг ах 


и се обива че тео 
д ду ума? 


Од важност се следните тврдења: 


: (Потребни услови за диференцијабилност) Ако функција г -- Ј(е,у)е 
диференцијабилна во дадена точка, тогаш постојат сите парцијални изводи во 
таа точка. 


" (Доволен услов за диференцијабилност) Ако функција г -- Ј (,у) во околина 
на дадена точка има непрекинати парцијални изводи по секоја променлива, 
тогаш таа е диференцијабилна во таа точка. 


: Дко функцијата г -- Ј(2,у) е диференцијабилна во дадена точка, тогаш таа е 
непрекината во таа точка. 


Геометриско толкување на парцијалнте изводи на функција од две 
променливи 


Нека го разгледуваме делот од графикот на диференцијабилната функција 

2 -- Ј(е,у) во точката А(20,у0) с ГЈ). Ако во функцијата ј(2,у) променливата у се 
фиксира со константна вредност з/0„,тогаш таа се смета за функција со една 
променлива Ж, односно ф(г) -- Ј(С,уо), а нејзиниот график претставува крива која 
се добива како пресек на разгледуваниот дел од површината и рамнината 

1 с- соп5Е с- 7/0. 


Слика 1. Геометриско толкување на парцијалниот извод по х 


Наклонот на тангентата (а на оваа крива во точката А во однос на позитивната 


насока на г: -- оската е парцијалниот извод (Сл. 1) Ј„(А) -- 24) сс бра. 


Слика 2. Геометриско толкување на парцијалниот извод по гу 


Аналогно, со фиксирање на г: -- го, функцијата 2 -- Ј (2,у) се сведува на функција 
со една променлива ", односно Ж/(у) -- Ј(Со,у), а наклонот на тангентата на оваа 
крива која лежи во рамнината 2 -- го е парцијалниот извод (Сл. 2) 


2 


ЈА) - СКО) вв. 


ТОТАЛЕН ДИФЕРЕНЦИЈАЛ 

Се дефинира парцијален и тотален диференцијал и негово користење 
за приближно пресметување на функција во блиска околина на дадена 
точка. ОеНпшоп оѓрагна! апа тога! АЧНегепна!. 


Тотален диференцијал 


Нека е дадена функцијата г -- Ј(с,у)и нека „2 и Ду се соодветните 
нараснувања на променливите г и у. 


Дефиниција 


Производот 91 Да -- 4„ј се нарекува парцијален диференцијал на 
функцијата ј по променливата“, а производот ЗЛИ с- 4,ј се нареку- 
ва парцијален диференцијал на функцијата Ј по променливата ѓу. 


Бидејќи „Де -- хи Ду -- ду, парцијалните диференцијали се 
запишуваат како 


Геј Геј 
ај зрахидј -- зду. 


Дефиниција 
Сумата на парцијалните диференцијали 
ЧЕ ај -са,ј 
ИЛИ 
-. дЈ дј 
ЧЕ-- „АХ д, ЧУ 


се нарекува тотален диференцијал на функцијата 2, -- Ј (2,у). 


Пример 2 


Да се определат парцијалните диференцијали и тоталниот 
диференцијал на функцијата 2 -- агсе и. 


Решение 


Најпрво ги пресметуваме парцијалните изводи: 


оо рен еи ЧИВА ИЛРЕЧЕК 
оС, Шј з 
да а у Ја 2 
у 
Го ааа сакаа (5) Ени“: 
ду а у ид 


Чет ено и 

рото ои 

ја! 

Фе ес Ду, 
„/ и 2 а? У 


а тоталниот диференцијал е 


оо идх--гду Р 


Дефиниција 


Разликата АЈ -- Ј(е -- Ле,у-Е Ду) - Ј(е,у) се нарекува тотално или 
вистинско нараснување на функцијата Ј во точката А(2,у). 


За мали промени на вредностите на аргументите на функцијата 

Хо Ј(2,у), односно кога „е с- Ои Ду сг 0, вистинското нараснување 
на функцијата може приближно да се пресмета преку диференцијалот, 
односно „Дфј ѓ- 4Е. Бидејќи 


АТ тЕ ј (а ве да зе Ду) Ш Ј(е,у), 
тогаш 
Ј(е - Ат,у Ду) са Ј(е,у) З- ЧЕ 


Оваа релација овозможува приближно пресметување на вредноста на 
функцијата во близина на дадена точка, во која вредноста на 
функцијата лесно може да се пресмета. 


Пример 3 
Со помош на тотален диференцијал приближно да се пресмета 


(41,03 -- 40,98 -- 1). 


Решение 


Според обликот на дадениот израз чија вредност треба да се пресмета, 
определуваме функција од две променливи 


а Ш(Угиу-- 1). 


Во оваа функција вредноста 1,03 која е блиска до 1, се доделува на 
првата независна променлива која се запишува како г -- „15 -- 1,03 
при што г -- 1, а нараснувањето е „1 -- 0,03 ќ- 0. Исто така, втората 
вредност 0,98 се доделува на втората независна променлива и таа се 
запишува како у -- Ду -- 0,98 и оваа вредност е во околина на точката 
на у -- 1, а нараснувањето е Ду -- --0,02 ќ- 0. 


Применувајќи ја формулата за приближно пресметување со тотален 
диференцијал, се добива 


(7108 0981) (ИЗ ЧИ) нав лу. 
Вредноста на функцијата 1 (,у) во точката (1,1) е 
Ја) асс „(1 ие 1) СИ ее; 


додека за пресметување на вредноста на тоталниот диференцијал 
треба да се пресметаат парцијалните изводи. Парцијалните изводи на 
функцијата се: 


Ва есу це зе мода 
де Унија ЗУЕ? 
Едианоп: 


8 1 1 
ду Мас ДИВ 


и нивните вредности во точката (1,1) се 


да | 1 сос тола се КЕ ао 
бе ТТ Ду ЗОО З? 
да | уче це До СЕ 
бу ЈСлиСТ Л диаОоОо“" 


Тоталниот дифренцијал ќе има вредност 


да -- 1 Деј ТДу- ЧИ | -О 001 - 0,005 -- 0,005, 


и заменувајќи ги пресметаните вредности во изразот 
Едиабоп: 


(1,03 „И098- 1) ќи п(48 ЧА 1) вара 


се добива дека 


(41,03 -- 40,98 -- 1) х: 0,005. -4 


ТАНГЕНТНА РАМНИНА И НОРМАЛА 

Дадени се равенките на тангентната рамнина и нормалата на површина 
во дадена точка од кривата преку нормалниот вектор. ТВе едианоп5 оѓ 
Ше гапрепе р|апе апд Ше погта! Цпе асроше оѓа р|апе шп пее Артепотопа! 
зрасе аге ејуеп иојпе Ше погта! уестог. 


Ќе ги определиме равенките на тангентната рамнина и нормалата на 
површината ј(С,у) во нејзината точка А(20,/0,20) ако површината е 
глатка, т. е. функцијата и нејзините парцијални изводи постојат во таа 


точка (Годо) ГА оо,ј„(20уо) кај оо,ј,(Со„уо) со оо). 


Најпрво се дефинира нормален вектор на површина во дадена точка. 


Дефиниција. 
Векторот 
| та Ера 1 


е нормален вектор на површината ј(2,у) во точката А(20,у0,20). 
2 2 2 


Ако површината е зададена во имплицитен облик Е(2,у,2) -- 0, тогаш 
нормалниот вектор во точката е А(20,уо,г0) е 


ф-- Ј дЕ(еоџого) дЕ(тоџого) дЕ(Фоцоо) 
Ш дг “ ду ќ дг | 


Тангентна рамнина 


Тангентна рамнина на површина е рамнина која ја допира површината 
во една точка (Сл. 1). 


Слика 1. Тангентна рамнина на површината Ј (2, у) во точката А 


Равенката на тангентна рамнина на површината (1 (Су) во точката 
А(20,у0,г0) од дадената површина е 


Ој(со, , Ој(со, ј 
ј( омоо (а -- ао) Зен (и- цо) - (2- го) 0 


ИЛИ 


Геј 20,70, 0 20,70; 
ј( Ни го) (а ао) ј ои го) (у-- цо). 


е“ 20 
Тангентната рамнина се добива како равенка на рамнина низ дадена 
точка од површината и е нормална на векторот т (дел од аналитичка 
геометрија; точка-нормала облик равенка на рамнина.) 


Ако површината е зададена со имплицитната равенка Е(2,у,г) -- 0, 
тангентната рамнина ќе има равенка 


дои) (а Ш го) сја ааа (у се чо) ме ОЕбеоцот) (2 Со го) се 0. 


Нормала 


Нормала низ точката А(20,у0,20) е права која минува низ таа точка и 
е нормална на тангентната рамнина. 


Равенката на нормалата на површината ј (2,у) во точката А(20,у0,го) 
се добива преку формулата за равенка на права низ точка А(20,у0,20) 
паралелна со векторотл: 


“5-0 . 4 0 4-20 
дјеочо) дјеомо) -1 
да И 


За површина зададена со имплицитната равенка Е(ф,у,г) и 0, 
равенката на нормалата е 
2-20 Ш 4-40 Со го 
дЕ(г0,у0:г0) дЕ(г0,у0;г0) дЕ(гочо го) 
да ду дг 
Пример 1. Да се напише равенката на тангентната рамнина на 
2 

елипсоидот 22 - 2у - 52 СС Ќ која е паралелна со рамнината 
еу -ди со О. 


Решение. Бидејќи елипсоидот е зададен со равенка во имплицитен 
облик, парцијалните изводи се ЕК“ -- 2х,Е, -- Чу,Е, с- 27, а 
тангентната рамнина ќе биде од обликот 


2хо(Ф -- го) -- Жуо(у-- цо) -- 220(2:-- го) с- О. 


Точката А(20,у0,20) во која треба да се повлече тангентната рамнина 
не се знае и таа ќе се определи од условот за паралелност на две 
рамнини (тангентната рамнина и дадената рамнина г -- у -Е 27 -- 0) 


и условот точката да лежи на елипсоидот 
5249 ќ ј2--1 
0 УО 0 4. 


Овие услови го даваат следниот системот равенки 


хо... Фуо 
1 Пп -а1 
Со РЕВИИ 
1. га 


Е 
Ф? јауд СТ ое 
односно ситемот 


1 
50 с- 40 


ос 20 
“ау аа 1. 


Со замена на првите две равенки во третата равенка се добива 
квадратната равенка 


аат) зн (до) - 1 


чии решенија се 


ЕЦЕЖТ ЕЗ НЕВАНЕОДЕТ 


а тоа значи дека постојат две точки на елипсоидот 


2 1 
Ар СЈАЈНА, - 2 


во кои тангентните рамнини се паралелни со дадената рамнина, 
ОДНОСНО постојат две тангентни рамнини. 


Равенките на бараните тангентни рамнини се: 


Во точката Ај а, а 1/3 тт ШИ тт тангентната рамнина е 


Шеерајо ФИ 1, 


а во точката Ар Ја ТЕ 25 ЕН ТЕ? --2 а тангентната рамнина е 


П 
суди с/ ТЕ. 


ПАРЦИЈАЛНИ ИЗВОДИ ОД ИМПЛИЦИТНА И СЛОЖЕНА 
ФУНКЦИЈА 

Се определуваат парцијалните изводи на имлицитно зададена 
функција и сложена функција. ТВе рагна! фетуацуе5 оѓ ап штриси апд а 
сотроипа Ѓипсноп аге рјуеп. 


Парцијални изводи од имплицитна функција 


Нека е зададена функција со две независно променливи г и чу во 
имплицитен облик К(г,у,2) -- 0, односно нерешлива по функцијата г. 
Барањето парцијални изводи се врши со диференцирање на 
имплицитната равенка по соодветната променлива, водејќи сметка 
дека „(2,у) е функција, па секогаш кога се диференцира по функцијата 
“ изразот ќе се помножи со парцијалниот извод на г по соодветната 
променлива. 


Со диференцирање на имплицитната функција Е(е,у,г) -- 0 по 
променливата 2 


8 р(ту,г) еј 
се добива 


ФЕ „ ФЕ де .. 
да а д: да СО 


односно парцијалниот извод на имплицитната функција по 
промеливата х е 


СаИЌ 


Аналогно, парцијалниот извод на имплицитната функција по 
промеливата у е 


0 
Пример 1. да се најдат парцијалните изводи СЦ ду на имплицитната 


функција ѓу -- Зхуг е“ - 0. 


Решение. Најпрво се диференцира имплицитната функција 
„лу -- Зкуѓ че“ -- 0 по променливата 1 


2ху -- Зуг - Зху а | е“ ба 70) 


и се добива 


дг . шдуг-дху 


да ег--Зху " 


Аналогно, со диференцирање на функцијата по гу се добива 


Фа -- Зка-- Зху де а рече - 


од каде 
да. Зха-а 


ду " ег--Зху" Њ 


Парцијални изводи од сложена функција 


Ако во функцијата со две променливи 2 -- Ј(С,у) секоја од променли- 
вите е функција од нова променлива ѓ, односно г -- г(ќ) и у -- у(ќ), 
тогаш 2 -- Ј(2(Е),у(6)) е функција од една променлива ќ. За ваквата 
функција се вели дека е сложена функција која зависи од една 
променлива ѓ посредно преку двете променливи г и гу. Ако функциите 
1 -- а4() иу-- у(6) се диференцијабилни по променливата ќи 
функцијата 2 е диференцијабилна по променливите г и г, тогаш 
изводот на сложената функцијата 7 е 


Чи .. де ах | дебчу 
ае де 4 ду 4" 


Пример 2. Да се пресмета изводот на функцијата 
“2 -- деова -- чшхувџаког -- 1/бу с- ЗЕ. 


Решение. Се пресметуваат сите изводи: 


Одг 


дг 1 жу... 
да ед 


с- -- З8ше - усовку, 4 с- --асовку,Чк --- 1, 


Са 42 
Заменувајќи ги овие изводи во изразот за изводот - се добива 


КО 


се -- (С-Зеша -- усовху)(--5-) -- (С-асовху)3 


и по заменувањето со г -- 1/ќиу -- ЗЕ 


Кога во функцијата со две променливи 2, -- ј(2,у) секоја од променли- 
вите г и уе функција од други две променливи и и 2, односно 
1 со а(и,о)у с- у(и,о), тогаш 


2 Ј(а(и,о)у(и,о)) 


е функција од две променливи. Ако функцијата ѓ и нејзините 
компоненти г и гу се диференцијабилни функции, тогаш парцијалните 
изводи на сложената функцијата ѓ по променливите ци г се 


де. де ЈО дг ду 
ди де От ду ди 


и 


де. да де дЕ дг ду 
до де до ду до" 

2 
Пример 3. Да се најдат парцијалните изводи дај -- коа ее Чи 
а со/им Ај сс 1/9. 


Решение. Парцијалниот извод по це 


киви - (ддуиј(„к.) з (вето 


Ш (ете) („ао) - Ш Се", 


а парцијалниот извод по ие 
бг. де де | деби. ај и ор АА Без ина 
до де дџ на буди (2хуе УДАТЕТ ВНА ОИ ОРЕИИИ 


со | Ричи ки Мет - Чеч. Шеи- ( 
џ 2 ЧУ џ џ 


ПАРЦИЈАЛНИ ИЗВОДИ И ДИФЕРЕНЦИЈАЛ ОД ПОВИСОК РЕД 
Се дефинираат парцијални изводи и диференцијал од повисок ред. 
Рагна! ДетуаНуе5 апд аНегепца! оѓ зесопа апд Мен огдег аге деНпед. 


: ој и. 
Првите парцијални изводи а ( с- 1,2,...,п) на функцијата 
Ј(21,22,...,2„) се исто така функции од т, променливи 21,22,...,а 0, И 


8 (ди Нај 
од нив пак може да се бараат изводи. На пример, вода ева 


извод по променливата 5; кога изводот се бара од првиот ИЗВОД ПО 
променливата 40. 


е 


Изводите од првите парцијални изводи „вес (ВИ еа „За се 
Дд д пр РрЦИЈ А да ду и дгда, 


нарекуваат парцијални изводи од втор ред. 
Изводите за г :А Ќ се нарекуваат мешани изводи. 


За функција од две променливи ( (су) може да најдат следните изводи 
од втор ред: 


д?ј Ш 22 д2ј Ш 22 д2ј Ш 8: д2ј Ш 4-8 
Гесини ја де тро ду Југ нот оа 


Условот под кој мешаните изводи се еднакви е даден со следното 
тврдење: 


Теорема. 


Ако функцијатај (Су) заедно со нејзините први парцијални изводи 
ој ој : ој дј 

де: а, И мешаните парцијални изводи 2.8, ад; Се непрекинати во 
околина К( А,е) на точката А(Жг,у), тогаш мешаните изводи во таа 


дј ој 
точка се еднакви, Те. ао с- пуб“ 


Затоа функцијата две променливи ((г,у) ќе има три втори парцијални 


Нед ОТ ос Орев 
ИЗВОДИ: Еј те И ој дуда . Ух дуг та ода 


Согласно на теоремата за еднаквост на мешаните изводи, непрекината 
функција од две променливи ((с,у) има четири трети изводи: 


222 222 222 222 


ЕЕ ја аа илј 


222 222 222 


заради еднаквоста намешаните изводи Јухх -- Јах - Јо И 
Ѓук Јуу сс Ѓау 
Пример 1. 


Да се најдат вторите изводи на функцијата 2 -- 5 Бу - хуѓ 3. 
Решение. Првите парцијални изводи се: 
ја сак ТОху -- уѓ 


д 2 
д " Х -Зкуѓ. 


Вторите парцијални изводи се: 


ќе ЕС - Е(внању ав) своето 


оде  0(д  З0 2 з).. 2 
да - а (де) - 8 (Зк тлоху 49) - 102 - Зу 


с 
к 
Ха 
! 
Е 
и“ 
Фјо 


) -- 4 (5 -- ку?) с- --бху 
Аа сстус ЕЗ с- Ка (5 Ш ку?) с- 102 -- зу ќ 


Како што се гледа од наведениот пример, мешаните изводи се еднакви 


ДДАЊ, ст 2 ј 
деду со 8 уда -- 102 -- ду“, бидејки и функцијата и нејзините изводи 


од прв ред и мешаните изводи од втор ред како полиномни функции се 
непрекинати функции во секоја точка. “4 


Пример 2. 


Да се покаже дека за функцијата г -- Шш(е“ -- е") важат релациите 


2 
бо чо ОВИЕ ана“... 
дг ср Го СИ Ти Ох ду (2) с 0. 


Решение. Најпрво ги определуваме првите парцијални изводи: 


Ооо сс 1 АНА ос ВЕ 
да е“-јеџ (е те ) е“-еи? 
део 4 Ни чу е 
ду е“-еу (е те ) е“-еи 


Сумата на првите парцијални изводи е 


БА 


де де. еее 
Ох на Ох " е-еу ќа е“-еу " етјечу 1. 


Вторите парцијални изводи се: 


Са ори а Сони ни ин НИ атак „За 
да? (ее): (е“--ем)“ 
да; еУетјев)-еќеу ете 
ду? (е“--еч)? (е“--е“); ; 
ОЗАС се. ( еу )“ ..  теѓе? 
дхду "КК ет-рем Нај (ег--ем)“ " 


Бараната релација со вторите парцијални изводи е 

2 2 
да да. ( 022 ) а а 3 ее | --етеу | таа 
дх? ду? дхду (ете); (ег--ев)? (е“-ем); 


е“еу ќ е“еу ќ 
. Ка . Ке ни, 


ШТО требаше да се докаже. 


Општо, за функција од п променливи, бројот на парцијани изводи од 
ред т е даден со формулата за комбинации без повторување 


пет -1 : 
Се . Затоа функцијата од две променливи ќе има 
т, 


т -Е 1 парцијални изводи од ред т. Тоа се трите втори изводи 


Доо Ух Јуу 


четирите трети изводи 


ЊЕ ЕЈ ЕЈ ЊЕ 


Јако ухкоЈуухЈуууг И ГН. 


Диференцијал од повисок ред 


Тоталниот диференцијал од прв ред за функција од две променливи 
ј(с,у) беше даден со релацијата 4Е -- Ах ф ѓу. Ако се побара 
диференцијал од првиот диференцијал се добива вториот 
диференцијал 


фр а( зак ЗЕду) - 


- (Зад аиеду)акн ( зајак зЕау) ду - 


д?ј 2 бај За 2 


Заначи втор диференцијал е изразот 
Едианоп: 


еј Еве 2 


пои кау ди 


или накусо запишан како бином на квадрат преку релацијата 
Едиацоп: 


д д : 
агЕ-(- ах а 
ј Е: ои “а 


Последниот израз овозможува накусо запишување на диференцијал 
од ред К за функција со две променливи преку изразот за бином на 
степен К 

Едиабоп: 


ЕКСТРЕМНИ ВРЕДНОСТИ НА ФУНКЦИЈА ОД ДВЕ 
ПРОМЕНЛИВИ 

За функција од две промелниви се даваат потребните и доволните 
услови за релативен екстрем (минимум или максимум) во дадена 
стационарна точка. Тре Пи5Е апд зесопад рагна! ге5Е Ѓог гејаНуе ехнете 
(пиааипит ог тахитпит) ѓог ѓипсноп оѓ Суо уанаБ!е5 аге ејуеп. 


Ке прикажеме уште една примена на парцијалните изводи на функција 
од две променливи: определување на локалните екстреми на функција. 


Нека 2 -- Ј(с,у) е функција дефинирана во е --околина на точката 
М (а,б). Точката М е 


ге точка на локален минимум ако 
Ј(е,у) “- Ј(а,6),Ч(е,у) се К(Ме) Ој; 


ге точка на локален максимум ако 
Ј(е,у) с Ј(а,5),Че,у) с КС(Ме) ПС П,. 


Локалнитот минимум и максимум се нарекуваат локални екстреми на 
функцијата. Најмалиот локален минимум (максимум) во 


разгледуваната област се нарекува глобален минимум (максимум) во 
таа област. 


Потребен услов за локален екстрем: 


Ако функцијата (Х,у) има локален екстрем во точката М (а„б), тогаш 
сите парцијални изводи од прв ред во точката/И се еднакви на нула 


дј(ав) е,дјав) 
до сви, --( 


или тие не постојат. 


Пример 1. 


Функцијата 2 -- 1 -- 27 -- уѓ има локален максимум во точката М (0,0) 


(Слика 1). Во таа точка функцијата е диференцијабилна и исполент е 
потребниот услов за локален екстрем 


Одг 

Од) с- -ах/00)0 
02(0,0 

На - --2у/0)0- 


чиј 
НА 
АА 
уч, 
ќе 


пра Ра 


АЦА 
Ши 
Ак 
ми 


ќ 


Слика 1. Локален максимум на диференцијабилна функција 


Условот парцијалните изводи од прв ред да се еднакви на нула во точка 
не е доволен за постоење на локален екстрем во таа точка. На пример, 
хиперболичниот параболоид чија равенка е 2 -- ху (Сл. 2) и за кој 


парцијалните изводи од прв ред во координатниот почеток се еднакви 


на нула, 2,(0,0) -- г,(0,0) -- 0, нема екстрем во координатниот 
почеток и ваквата точка се нарекува седласта точка. 


Сл. 2. Седласта површина и седласта точка 


Точката М (а,б) која заедно со својата е --околина припаѓа на областа 
на дефинираност на функцијатај (1,у) за која Ј,(а,Џ) -- 0,7,(а„б) -- 0 
се нарекува стационарна точка за функцијата /. Значи потребен 


услов за постоење на локален екстрем во дадена точка е таа да е 
стационарна точка. 


За вредностите на вторите парцијални изводи во точката М (а,б) се 


воведуваат следните ознаки: 
Едианоп: 


А-- Ја в),В -- Јав), С -- Јо (а),Р -- АС - ВА. 


Доволен услов за локален екстрем: 


Ако точката М(а,ф) е стационарна точка за функцијатај (2, у) и ако 


0 Јима локален максимум во точката 
1 р-бАсО Ма) 


0 Јима локален минимум во точката 
а р-бдА-0 Ма) 


М (а,б) е седласта точка на функцијата 
99 жат Ј(не постои локлаен екстрем во таа 
точка) 


Егзистенцијата на локалниот екстрем е 
49 Грс-о неизвесна и потребни се дополнителни 
испитувања. 


Пример 2. 


Да се најдат локалните екстремните вредности на функцијата 
Ј(Ф,у) с- хује у-- 1). 


Решение. Потребниот услов за локален екстрем (постоење на 
стационарни точки) се определуваат од ситемот равенки 


Решението на системот ги дава четирите стационарни точки на 
функцијата: М. (0,0),.2(0,1) 143 (1,0), М.(1/3,1/3). 


Во точките М ,М.,М3 не постои екстрем бидејќи во нив 
РФ- -1с 0. 


Во точката Мисе добива дека ЈГ -- 3/9 -. 0,4 -- 2/3 -. Ои таа е точка 
на локален минимум во која вредноста на функцијата е 


Јано (18:18) е 1217, а 


Поим за диференцијална равенка 
Ќе се воведат основните поими сврзани во изучувањето на 
диференцијалните равенки. 


ПОИМ ЗА ДИФЕРЕНЦИЈАЛНА РАВНКА 


Пред да се започне со проучување на диференцијалните равенки, 
најпрво ќе се дефинира терминологијата која ќе се користи. 


ОСНОВНИ ПОИМИ 


Равенка во кои покрај функцијата и независно променливата величина 
се јавуваат и диференцијали или изводи, се нарекува диференцијална 
равенка. Ако функцијата е функција од една поменлива, тогаш 
диференцијалната равенка се нарекува обична диференцијална 
равенка. Ако пак таа е функција од повеќе променливи, равенката која 
содржи парцијални изводи или диференцијали се нарекува 
парцијална диференцијална равенка. Следните примери се обични 
диференцијални равенки: 


гу нус 
(1- ху - аѓуѓ)удх со ау 


уу каз З(у )? 


додека следните примери се парцијални диференцијални равенки: 


оо 
де: ХУ 


Ко ПЕ НС. Ја И 
да? , ду? та дг2 с 0. 


Во оваа глава предмет на изучување ќе бидат обичните 
диференцијални равенки. 


Диференцијалната равенка се дефинира со следната 


Дефиниција 1. Равенката 


ау „и О) то 0, 


во која се јавува независната променлива 2, функцијата гу и нејзините 
изводи до п-ти ред, се нарекува обична диференцијална равенка од 
п-ти ред или само диференцијална равенка д-ти ред. 


Со дефиницијата на диференцијална равенка се воведува и поимот за 
ред на равенката со следната 


Дефиниција 2. Ред на диференцијална равенка е редот на 
највисокиот извод кој се јавува во равенката. 


затоа, равенка во која се јавува само првиот извод или првиот 
диференцијал се нарекува диференцијална равенка од прв ред. Таквите 
равенки имплицитно може да се запишат со општата равенка 


је ) с 0. 


Ако равенката содржи втор извод или втор диференцијал, таа се 
нарекува диференцијална равенка од втор ред и е од облик 


Ју џ ) с- 
И Т.Н. 


Друг основен поим за диференцијалните равенки е поимот за степен. 


Дефиниција 3. Степен на диференцијална равенка е алгебарскиот 
степен на нејзиниот највисок извод. 


2 2 
3 „ој Чи ау 
Моге:Забелешка. Да ја нагласиме разликата меѓу (ѓЕ) И ра 
и 

Равенка која содржи (Ѓ) е диференцијална равенка од прв ред (го 
содржи првиот извод) и е од втор степен (изводот е на втор степен), 
додека равенка која содржи НА - е диференцијална равенка од втор ред 
(содржи втор извод) и е од прв степен (изводот е на прв степен). 


Дефиниција 4. Линерна диференцијална равенка е равенката 


а(г)у?) ча(г)уџ“ Ос... а) -- Ја) 
во која функцијата гу и сите нејзини изводи се од прв ред. 


Во оваа глава ќе се решаваат некои видови обични диференцијални 
равенки, односно ќе се бара нивното решение. 


Дефиниција 5. Решение на обична диференцијална равенка е 
функцијата чу -- ф(г) или нејзин имплицитен облик Ф(г,у) -- 0 која ја 
задоволува диференцијалната равенка. 


Графикот на решението на диференцијалната равенка у -- Ф(г) се 
нарекува интегрална крива, а постапката за барање решение се 
нарекува интегрирање на диференцијалната равенка. 


Следуваат примери во кои се покажува кога една функција е решение 
на диференцијална равенка. 


Ехатрје: 

Пример 1. 

Да се покаже дека функцијата у -- 25“ е решение на диференцијалната 
равенка у -- бх. 


Решение. 


За функцијата у/ -- 23 се пресметуваат изводите кои се јавуваат во 


- ; 2 22 ди 
диференцијалната равенка у -- Зх“ичу - бх. Бидејќи во бараната 
диференцијална равенка се јавува само вториот извод, со негово 
заменување во дадената диференцијална равенка се добива 
идентитетот 
бх с- бх, 
што значи дека функцијата чу -- 45 е решение на диференцијалната 
равенка. - 


Ехатр!е: 

Пример 2. 

Да се покаже дека функцијата та и сс ЕЕ решение на диференци- 
јалната равенка хаАх -- уду -- 0. 

Решение. 

Диференцијалната равенка х4х -- уду -- О по делење со 4х се 
запишува како 

еуу сс. 

Диференцирајки ј ја имплицитната функција г“ -- уѓ -- Њ? се добива 
2Х “е гу -- 0,а ако оваа равенка се реши по изводот се добива 

ус . Заменувајќи го овој извод во диференцијалната равенка се 


Кај 
ои) сасасо 


што значи дека дадената функција ја задоволува диференцијалната 
равенка и затоа е нејзино решение. “4 


Можно е една диференцијална равенка да има повеќе од едно решение. 
Така, може да се покаже дека ако во решението се вклучи произволна 
константа С с Ќ, тоа пак ќе биде решение на диференцијалната 
равенка. Во Примерот 1, решение ќе биде секоја функција од обликот 
усо СТ: 


Затоа се воведува поимот за партикуларно и општо решение на 
диференцијална равенка. 


Дефиниција 6. Партикуларно решение е секое решение кое ја 
задоволува диференцијалната равенка. 


Дефиниција 7. Општо решение на диференцијална равенка од д-ти 
ред равенка е решение кое содржи п произволни константи. 


Во Пример 1, општото решение на равенката од втор ред ќе содржи две 
произволни константи и е од облик у -- 45 -- Са -- Со. 


Најчесто, од општото решение се добива и партикуларното решение за 
определени вредности на произволните константи, но понекогаш 
постојат и партикуларни решенија кои не се добиваат од општото за 
ниедна вредност на произволните константи и таквото решение се 
нарекува сингуларно решение. Геометриски, општото решение на 
диференцијална равенка од т-ти ред содржи п-произволни константи и 
тоа е фамилија на криви со п-параметри. 


Иако основна задача во решавањето на диференцијални равенки е да 
се најде општото решение, обратната задача, формирањето на 
диференцијална равенка од познато (општо) решение е исто така 
интересен проблем. Постапката за формирање диференцијална равенка 
е диференцирање на нејзиното решение се" додека не се елиминираат 
произволните константи. 


Ехатр!е: 

Пример 3. 

Да се формира диференцијална равенка за која 
ус Сте“ Сме“ ах 

е општо решение. 

Решение. 

Диференцирајки го општото решение се добива 
у с Се“ -- Се “92 

НО ГЕО зен 


Ако овие две равенки ги разгледуваме како систем од две равенки по 
произволните константи, решението на системот е 

бан НИ РОЈ ВИКСА таи Ја 

Заменувајќи ги овие вредности во општото решение 

у-- Се“ Сме“ -р ах с 

Т(у ку 2) Ч(у“ уна) рако“ јак 

се формира диференцијалната равенка 

ус ссдк 


Диференцијалните равенки, како еден од основните математички 
поими, се јавуваат при проучување на разни процеси и појави од 
физиката, биологијата, хемијата и други науки кои аналитички се 
опишуваат со некоја променлива и нејзините изводи. 


Диференцијални равенки од прв ред 

Во процесот на решавање на диференцијални равенки од прв ред, ќе се 
наведат постапките за решавање на: дифернцијална равенка во која 
променливите се раздвојуваат, хомогената диференцијална равенка, 
равенка која се сведува на хомогената диференцијална равенка, 
линерната диференцијална равенка и Бернулиевата диференцијална 
равенка. 


ДИФЕРЕНЦИЈАЛНИ РАВЕНКИ ОД ПРВ РЕД 


Диференцијалните равенки од прв ред ќе се класифицираат на типови 
според нивниот облик и ќе се прикажат техниките за нивно решавање. 
Најопшто, диференцијална равенка од прв ред е равенка од обликот 


еди) со 


чие општо решение е 
у сс ф(а) - С. 


Геометриски, општото решение претставува класа криви кои се 
добиваат од графикот на функцијата чу -- Ф(2) со транслација по 1)- 
оската за реална вредност С. Секое партикуларно решение ќе биде 
функција (геометриски претставена со една крива) која задоволува 
некој почетен услов, а кај равенките од прв ред тоа значи кривата да 
поминува низ дадена точка (20,0). Проблемот за наоѓање на 
партикуларно решение кое го задоволува условот 


чо -- Ф(то) 


е базичен во теоријата на диференцијалните равенки и се нарекува 
Кошиев (Сацспу) проблем. 


Во продлолжение ќе наведеме повеќе типови линеарни 
диференцијални равенки од прв ред и методи за нивно решавање. 


1. Диференцијална равенка во која променливите се раздвојуваат 


Наједноставниот тип на диференцијална равенка од прв ред е случајот 
кога променливите може да се раздвојат. Тоа е равенка од обликот 


А(г)дх -- Вјууду с- 0 


во која функциијата „А зависи само од променливата г, а функцијата В 
зависи само од променливата 1. Во ваквиот облик на диференцијална 
равенка променливите и соодветните диференцијали може да се 
раздвојат и општото решение се запишува преку интеграли 


Ј А(г)дх -- Ј Вфујау -- С 


каде Се произволна интегрална константа. 


Ехатр!е: 

Пример 1. 

Да се најде општото решение на диференцијалната равенка 
ку( аѓуак- (1 ад)ду -- 0. 

РЕШЕНИЕ. 

Во равенката променливите се раздвојуваат 


ќи 1 Ене 
ра Ах - Оер (а исо 


и општото решение е 
50 ко 1 се 
ј! Та Чх и 1(1-Ну2) ду -- Ст. 
Со решавање на интегралите се добива 


2 
„ШО ча) - ЗШ тт е (ОТ 


односно 


9 2 
ШО жа“) - Тот И 


Интегралната константа Сч е произволна и може да се запише во било 
каков облик, а и помножена со константа пак ќе биде некоја 
константа. Во овој пример, бидејќи изразите во решението на 
равенката се логаритми, таа ќе се запише преку логаритам 

Со јес ШО и општото решението ќе има облик 


ШИ - СО, 
и по антилогаритмирање 
Пааа ну) - Оу ч 


Ехатр!е: 

Пример 2. 

Да се најде партикуларното решение на диференцијалната равенка 
у-- гу сс Б--Бхѓу, за коечу -- 1 кога а -- 1. 

РЕШЕНИЕ. 

Диференцијалната равенка у-- ау --б--Бхеу се запишува во 
обликот 

у--б- (ет -- Биг) ЖЕ 
во кој ПОЛО ДИВИ може да се раздвојат 
ата ни ТЕ 

и по решавање на интегралите се добива 
ШП|г|-Шјач“(сШју- | ШС 

а по антилогаритмирање, општото решение е 


аа рх 
ЕЛ С(хр-Е1) то. 


Бидејќи во оваа задача се бара да се определи партикуларно решение 
кое има вредност ѓу -- 1 кога гг -- 1, овие почетни услови се 
заменуваат во општото решение 1 -- нан -Е 6 од каде се пресметува 


ТЕ 
1-2" 
општото решение, се добива бараното партикуларно решение кое 
гласи 


-.. ав 
Мата хра" Њ 


вредноста на константата С“ -- Заменувајќи ја оваа вредност во 


2. Хомогена диференцијална равенка 


Ако за функцијата ј(г,у) важи 


Ј(еску) с- 8" Ј(а,и), 

таа се нарекува хомогена од п-ти ред. 
Диференцијалната равенка од обликот 
М(е,уудх -- Х(е,у)ду с- 0 


се нарекува хомогена диференцијална равенка ако функциите М(2,у) 
и Х(г,у) се хомогени функции од ист ред. Хомогеноста на функциите 
кои се јавуваат во диференцијалната равенка овозможува таа да се 
запише во облик 


е аз 


Со воведување на смената 


со 
„ССА 

ОДНОСНО 

Шик 


и со нејзино диференцирање се добива 


И 


пи езера 
или 


ЧУ. сора. 
ах са ГА 


и по заменување во хомогената диференцијална равнка, се добива 
диференцијална равенка од облик 


гас ј()-г, 


што укажува дека променливите во вака добиената диференцијална 
равенка може да се раздвојат. 


Притоа: 


е Дко 


нејзиното решение е 


И СО ЕСЕНО, 


е ако 


нејзиното решение е 
чу... ах 
Ј Пп и Ј Бета ај ШС 
ОДНОСНО 


Џо Ск. 


Ехатр!е: 
Пример 3. 


Ќег)- го 


Да се најде општото решение на диференцијалната равенка 


уѓраѓу ссхуу. 
РЕШЕНИЕ. 


Оваа диференцијална равенка е хомогена од втор ред бидејки ако ја 


И 


аа ху- ад? 


решиме по изводот се добива 
2 


а по делење на изразот од десната страна (и броителот и именителот) 


со 22 се добива 


1 ЊЕ СОНИ 


Со воведување на смената у -- ах и нејзиниот ИЗВОД у -- г г: -- 2, таа 
се трансформира во диференцијална равенка од обликот 

2 ЊА г2 
га-рас ој 
во која променливите се раздвојуваат 
2142 -- Тах. 

“ Ни 
Решението на оваа равенка се добива по интегрирање 

г--1 а ЕЕ 

Зи пове МНО 
и тоа е 
- | јет | г| ЗС, 
ОДНОСНО 
“ с- Ш(Сха). 
Со враќање на старата променлива х преку смената На сс 4 ОИЕ ТЕ 
решение е 


Суссет. ч 


Ехатр!е: 

Пример 4. 

Да се најде партикуларното решение на диференцијалната равенка 
(ау - у)агски-“- -- г, кое има вредност у -- 0 за а -- 1. 

РЕШЕНИЕ: 

Најпрво се бара општото решение на диференцијалната равенка. Таа е 
хомогена диференцијална равенка од прв ред бидејќи може да се 
запише во обликот 


рии 1 џ 

Чх. ага ВЕ 

Со користење на смената ВИНА ОДНОСНО ѓу -- 2Х И ИЗВОДОТ 
2 3 се 

а (а, 


во диференцијалната рвенка променливите се раздвојуваат бидејќи 
зн Да 


атскра " 

Оваа равенка има општо решение 
на ах 

Јатекрацјиисј со еЦцОт 

кое по решавање на интегралите е во облик 
1 

гатсква -- 5 Ш(1 га) -- ШСх 


или 
Загск- ЗШ Еј СО 

Партикуларното решение ќе се добие со определување на константата 
С од почетните услови у -- О кога г -- 1. Со замена на почетните 
услови во општото решение 

ЗШ сс НЕКОЈ СР ОЈ се И 

Значи партикуларното решение е 

оакецра  АЛИВАН 5 си 

кое по антилогаритмирање е од обликот 

ДЕНИ сетете, ч 


2.1. Равенка која се сведува на хомогена диференцијална равенка 
Ако диференцијалната равенка е од облик 
Јо ах-фу-ке 
Сани /( азг-бауеј ј: 
со смената 


есиро,дх с ди 
усо Ву с ду 


каде и, се нови променливи а ос, се константи, таа се сведува на 


Ч .. ј ац-ЕБу-јав-Еод-е 
Ди атзи-Евтората- Ко Ве 


Идејата за оваа смена е равенката да се сведе на хомогена и затоа 
константите а, се определуваат преку системот равенки 


ав ЕБджсс 0 
аа бдее с 0. 


При тоа: 
 Дко детерминантата на овој систем 
РА Вес ар Ето Бај зЕ 0 
еднозначно се определуваат константите 


од 


и равенката се сведува на хомогена диференциј ална равенка 
ду .. и ац-Еру 
Ди али-Евто 
која може да се реши со постапката за решавање на хомогена 
диференцијална равенка. 

" Дко детерминантата на системот 
Ра арт хр Ба сс 
со смената 


г--ак-ју 


диференцијалната равенка се сведува на равенка во која променливите 
се раздвојуваат и како таква се решава. 


Ехатр!е: 
Пример 5. 


Да најде општото решение на диференцијалната равенка 
:.. З(ИЕ2)? 
озна врте 
РЕШЕНИЕ. 
Со смената 
ИАнеА Јо Са КО вес НО ЦИ ба и : 
ра а тај зо ба 
ус и-чдаду - ду 
диференцијалната равенка се сведува на 
ан 2(и--В-Е2)? 
оо (ираиВ--1)2" 
За да биде оваа диференцијална равенка хомогена, потребно е да се 


реши системот равенки 
ЕтреЛИ сее 


о-Е8-1:-0 
СНИМА реси ИСА ОНИЕ 


2 


а диференцијалната равенка со овие вредности е 
ои. 92 
оо (шко)? 
односно таа е хомогена равенка 
и А2 
гас) 
(Оро 
. И И . 
која со смената џу -- хциџ -- 2 ц-Е 2 се сведува на равенка во која 
променливите се раздвојуваат 
(1-2)? а сее Чи 
2-3 Ре 
Решението на оваа равенка е 
-Ја | и | --агекеа -- Ш | Си | 
кое по вараќање на променливте од последната замена 2 -- -- има 
облик 
агске-“ -- -- 1 | Оу | или УО -- е 28гев, 
а по враќање на првобитните променливи од смената 
т-ијЗиус-и--2, се добива општото решение на равенката кое 
гласи 


на 


(и -Е 2)С -- --дагскр тт тт 


Ехатр!е: 
Пример 6. 
Да најде општото решение на диференцијалната равенка 
Виго СОС е 
ТУ тру“ 
РЕШЕНИЕ. 
Оваа диференцијална равенка се сведува на хомогена равенка, но по 
воведување на смената детерминантата на системот е - 0. Равенката 
може да се запише во обликот 
г  акуу-1  (дхжу)-1 
По 4хуадут5 2(2хку)ч5 
и со смената 
ЈО ХЕЕНЦЈЕЕ НИЦИ ове) ае ав СС 
таа се сведува на равенка во која променливите се раздвојуваат 
7... бид 
оо ЗарБ“ 
Општото решение на оваа равенка е 


Ј 2384 -- Јак--С 


Ба КО 
и по интегрирање тоа гласи 
еби ее Еее 


и по ерате на старата променлива од смената 2 -- 2х -Е 4, општото 
решение е 


гокније ди ва рано 


3. Линерана диференцијална равенка 


Општиот облик на линерна диференцијална равенка од прв ред е 


Равенката од обликот 
ФЕ Р(е)џ- 0 
ах Ср 


се нарекува хомогена линеарна диференцијална равенка од прв ред. Во 
оваа равенка променливите се раздвојуваат и нејзиното општо решение 
е 


4 
Ј “и со - Ј Р(е)дк- ШС 
ИЛИ 
ус Се“ Ј РС) 
Ова решение на хомогената линеарна равенка може да се искористи за 
определување на општото решение на нехомогената линеарна равенка 
со користење на методот на варијација на константи, со кој константата 
С се третира како непрекината и диференцијабилна функција С(г). 
Затоа решението на хомогената линеарна равенка сега ќе биде 
ус С(а)е- / Ре)дк ; 
а неговиот извод е 


у с-е- Ј Реа (С (Ф) - Р(е)С(ф)). 


Заменувајќи го ова решение и неговиот извод во нехомогената линерна 
равенка се добива 


е- Ј Ра) С"(д) -- Р(ф)С(т)| з- Р(е)С(х)е- ЈРОЈк -- Ос) 
или по средување 
С (а) -- Ф(а)е/ Ре) 


од каде следува дека 


т) - Ј О(е)е/ Ре)хдк - СО -- сопве. 
Со замена на оваа вредност за С(г) во решението се добива 
ПЕ е-- Ј Р(е)4к с чи Ј о(е)еГРедакак 


што претставува општо решение на линеарната диференцијална 
равенка од прв ред. 


Ехатр!е: 

Пример 7. 

Да се најде партикуларното решение на диференцијалната равенка 
(1 аѓ)у - 2ху - (1 а)? кое за а -- 1, с- 2. 
РЕШЕНИЕ. 

Диференциј алната ронка се запишува како 

нато ЦЕ ре 

и таа е линеарна при што Р(а) -- - 1“, ,О(е) -- 1 а3. 
Применувајќи ја формулата за општо решение на линеарната 
Бадерицијатја равенка од прв ред. се добива 

е е јот ча? )е тот ЗИ "Ак, 


или по решавање на интегралите, општото решение е 

ус (1 каѓд)С та). 

Со замена на почетните услови Ж -- 1,у -- 2 во општото решение 
2 (1 ч1)(См1) Со 

се пресмета вредноста на интегралната константа и затоа бараното 
партикуларно решение е 

ус (раѓа. 


Ехатр!е: 
Пример 8. 
Да најде општото решение на диференцијалната равенка 


аат ЧУ 

неа 2ушу-ру-а" 

РЕШЕНИЕ. 

Ова е пример на диференцијална равенка која не е линеарна по у,а е 


линерна по променливата Жг. Користејќи ја релацијата 
ба ОЈО аме атака 
реа ОЦЕТ е И 


диференцијалната равенка се запишува во облик 
1 у 


ао душутуса 
ИЛИ 

; 2у| -- 
„"-- ЗУмина 


ки Е 
од каде се гледа дека таа е линеарна по променливата 2 и се запишува 
во вообичаениот облик како 
| ќ с- аушу-к 1. 
Според тоа изразот за општо решение на оваа диференцијална равенка 
која е линеарна по променливата 2 ќе гласи 
ре Чу 
те Ј4 уми де! , ду СТ, 
а по решавање на интегралите се добива 
2) 

сек оса ев Ки 
го ја б)ч мн 
и по средување на овој израз, општото решение е 
Са е ко -Е шу. 


4. Бернулиева диференцијална равенка 
Диференцијалната равенка од облик 
у -- Р(е)у -- О(т)у" 


се нарекува Бернулиева (Вегпош!1) диференцијална равенка. Со 
погодна смена на функцијата, оваа равенка може да се сведе на 
линеарна диференцијална равенка. За таа цел Бернулиевата 
диференцијална равенка се дели со 1/"“ 


у - РДе)у с- О(с)у“/:у" 


при што се добива 
у"у Р(е)у“" с д(а). 


Со смената 


Еу ТЕ (1 - пу пу 


Бернулиевата се сведува на линеарна равенка по новата променлива ја 


ТЕ ч- Р(е)Е с- О(а) 


и за нејзино решавање се применува постапката за решавање на 
линерна дифернцијална равенка и на крај потребно е да се вратиме на 
старата променлива. 


Ехатр!е: 

Пример 9. 

Да најде општото решение на диференцијалната равенка 
у -- уба -уѓсова с- 0. 

РЕШЕНИЕ. 

Дадената равенка е Бернулиева диференцијална равенка 
у сура сс -уѓсови 

која по делење со Ју“ ја дава равенката 


и 
и која преку смената 


чна у 
(еа еа 


се сведува на линеарна диференцијална равенка 
са рес СОВИ 

ОДНОСНО 

Но Тра с- СОБА 

чие што решение е 

Е-- е- Јеехак Еј совте! хаха С. 


Решавајќи ги интегралите од десната страна, се добива дека 


Еее С сови 
и по враќање на старата променлива од смената Ќ -- иа Општото 


решение на бараната Бернулиева равенка е 


ус (е-ЕС)созЖ " 


Ехатр!е: 

Пример 10. 

Да се најде општото решение на Бернулиевата диференцијална 
равенка 

ху(хау - удх) -- 4хЗах. 

РЕШЕНИЕ. 

Ако во диференцијалната равенка 

ху(хау - удх) -- 4хЗах 

се ослободиме од заградата (множиме) и потоа поделиме со 4х, се 
добива 

КА раја сеа ре 

Делејќи ја последната равенка со коефициентот 2“ кој е пред изводот 


гу југ с- 4 


се добива стандардниот облик на Бернулиева диференцијална равенка 


Ја ОН зада а 
1 ај НА НЕ Ч а. 
Во оваа равенка степенот т -- --1 и затоа равенката ја делиме со у " 
(множиме со г/) при што се добива 
2 
5 
џу Ер со ЧК 


и со смената ќ -- уѓ --ќ -- 2уу , таа се сведува на линеарна 
диференцијална равенка 

Ел вк 

која има решение 

Е--е- Јдк | /вке/ 8 - СТ, 

ОДНОСНО 

Е-- Б(ак“ О). 

Со враќање на старата променлива од смената ќ -- 1“, се добива 
општото решение 


ЕнаН со дра ас (доо 


Еден практичен пример за диференцијална равенка од прв ред: 
Експонецијален раст 

Преку моделот на експонцијален раст на популација, во кој промената 
на бројноста на популација (брзината на растење) во дадено време се 
зема да е пропорционална само на моменталната бројност, а се 
изразува преку диференцијална равенка од прв ред, се решаваат некои 
конкретни проблеми сврзани со растот на една популација како што се 
пресметување на коефициентот на растење и оценување на бројноста 
во определен временски период. 


Експонецијален раст на популација 


Интересено е да се разгледа проблемот на промена на бројноста на 
една популација во различни временски интервали или бројноста на 
популацијата во одредено време да се споредува со некоја почетна или 
сегашна бројност. Диференцијалните равенки ни даваат математичка 
алатка со која се овозможува проучување на растењето или опаѓањето 
(намалувањето) на популација како процес кој континуирано се одвива. 


Нека бројноста на една популација во даден момент е у(Е), каде ќе 
времето. Еден од моделите кои го опишуваат растот на популацијата е 
претставен преку т.н. екпоненцијално растење (опаѓање) кога во 
произволен временски интервал брзината на растењето (опаѓањето) е 
пропорционална само со нејзината бројност. Ова е доста груб модел на 
раст на популација, но е многу едноставен за брзи проценки на растот. 


у Е : 
Брзината -ј- на промената на бројноста на популацијата се изразува со 


т.е. брзината е пропорционална со бројноста на популацијата у(Е), каде 
К е коефициент на пропорционалност. Во оваа диференцијална равенка 
од прв ред ако коефициентот Х -. 0, тој се нарекува константа на 


растење бидејќи од Ќ -. 0 -. Си - 0, што значи дека бројноста на 


популацијата се зголемува. Ако пак КЌ -- 0, коефициентот Ќ се нарекува 
константа на опѓање (намалување) на растењето бидејќи од 


кс0 ЧУ си следува дека бројноста на популацијата се 
ЕГ 


намалува. Затоа коефициентот Х се нарекува и брзина на растење/ 
опаѓање на популацијата и обично се изразува во проценти. 


Така на пример, ако брзината на растење е 290, тоа означува дека 
к -- 0,02, а ако пак брзината на растење е --500960, тогаш Ќ -- --5. 


Нека сега го решаваме проблемот на експоненцијален модел на 
растење во кој бројноста на популацијата во даден момент ќ -- 0 е г0, 
т.е. нека е зададено растење со почетен услов 


Тоа е диференцијална равенка во која променливите се раздвојуваат 


Фк 
у 


ЈУ -- Јкакч- С 


Ш ју кечС 


џ -- евно 


и општото решение е 
1 
ус Се“. 


Во општото решение се заменува почетниот услов (0) -- уо и се 
добива 


џо с- Секд 5 С со 


и партикуларно решение на експонецијален раст на популација со 
почетна бројност г/0 е 


у(Е) сс уре. 


Моделот на експоненцијален раст се користи за грубо оценување на 
растот и ако К “0 популацијата расте, а ако К г- 0, популацијата опаѓа. 


Обично во пракса, за растот на популација се добиваат вредности 
мерени во дискретни чекори, а добиените вредности за бројност на 
популацијата може да се апроксимираат со непрекината крива. 


Сега ќе наведеме два примера во кои се користи моделот на 
експоненцијален раст на популација. 


Ехатр!е: 

Пример 1. Бројност на население на Земјата 

Според податоците на Обединетите Нации, бројот на население на 
Земјата во почетокот на 1990 год изнесувал приближно 5,3 милијарди 
луѓе, а на крајот на 2011 год имало 7 милијарди. Од овие податоци, да 
се пресмета константата на раст на населението користејќи го моделот 
на експонецијален раст. 

Решение. 

Од зададените два податока, ја пресметуваме константата 
екпонецијалениот раст К од равенката у(Ќ) -- цо ЗА 

Во ова партикуларно решение за раст на населението, почетната 
бројност на луѓе изразена во милијарди од 1990 год е 0 -- 5,3, а за 
време ќ -- 21 година (2011-1990 -21) населението броело 7 милијарди 
и затоа (21) -- 7. Од партикуларното решение 

7 -- 5, дет 

се изразува коефициентот 

Шо ЈА 

или 

но, со 

од каде се пресметува дека 

КОДОТ 2Бини кс 192010, 


Ехатр!е: 

Пример 2. Удвојување на населението 

Користејќи го моделот на експонцијален раст на популација, да се 
оцени кога населението на Земјата двојно ќе се зголеми, ако 

К -- 001325 и ако во 2011 год на Земјата имало 7 милијарди жители. 
Решение. 

Во моделот на експонецијален раст, непозната големина е времето 7, 
додека ч/ -- 14, затоа 

ЕСЕ Ибис И СКО ИС јас САН 

За к -- 001825, се добива 


ано .... 0,931 и, 
Ке 001325 Ние 001325 ст фс 92.309 


што значи дека населението (при дадениот коерициен на растење) ќе 
се удвостручува приближно на секои 52 години. 


Некои типови диференцијални равенки од втор ред 
Се прикажува постапка за решавање на три типа диференцијални равенки од 


втор ред. 


Некои типови диференцијални равенки од втор ред 


Секоја равенка од обликот 


еу и сО 


се нарекува диференцијална равенка од втор ред. Општото решение на 
диференцијалната равенка од втор ред ќе содржи две произволни интегрални 
константи, бидејќи тоа се добива преку две квадратури, бидејќи при секое 
решавање на неопределен интеграл се додава една произволна интегрална 
константа. Затоа општото решение, ако може да се запише во експлицитен 
облик е 


4) с- ф(а,С,Со), 
ИЛИ поопшто, во имплицитен облик е 
Ф(хс,у,Ст„Со) е), 


Секое партикуларно решение на диференцијална равенка од втор ред се добива 
од општото решение со задавање на се два почетни услова од кои ќе се 
определат двете интегрални константи од општото решение. Тоа се условите: 


у(го) с- 40 
у (фо) ШЕ 


Во овој дел ќе се прикаже постапката за решавање на три типови 
диференцијални равенки од втор ред, т.н. непотполни диференцијални равенки 


од втор ред. 
1. Диференцијална равенка од одобликот у -- /(2). 


Ова е наједноставниот тип на диференцијална равенка од втор ред кога во 
равенката не се јавува функцијата гу и нејзиниот прв извод гу . Оваа равенка се 
решава преку две последователни интегрирања. Најпрво, со интегрирање на 
диференцијалната равенка 


ус Ј(а) 


се намалува редот на диференцијалната равенка 
у - ЈЖејах Ст, 

а со уште едно интегрирање се добива 

је Ј(Ј Ј(еуах -ф Ст)ах СС 

или 

ус ЈСЈ Ј(х)дх)4х ака 


што претставува нејзино општо решение кое содржи две произволни 
интегрални константи. 


Ехатр|е: 

Пример 1. 

Да се реши диференцијалната равенка у -- г“ -- дх 5. 
Решение. 

Од 

у са дк јата 

преку интегрирање се добива 

у -- Ј(еѓ- 2 вша)ах тт С 
ИЛИ 

бо -- сно сис и 

а после уште едно интегрирање 


„“- Ј(5 сад вове Стјакн ОС 


и решавање на интегралот, се добива општото решение на диференцијалната 
равенка 
4 


Пре ној -- ка -- ша - Ста - Со. 
2. Диференцијална равенка од обликот у -- /(Ј.у ). 


Овој тип на диференцијална равенка од втор ред е равенка во која не се појавува 
функцијата чу. Со воведување на смената 


таа се сведува на диференцијална равенка од прв ред по новата функцијари е 
од облик 


реј 


Со нејзино решавање се добива општо решение кое најопшто запишано е од 
обликот 


р с- ф(г,Ст) 
или враќајки се на старата функција 
у ЕЕ ф(а,Ст) 


повторно се добива некоја диференцијална равенка од прв ред. Значи сега 
имаме уште едно решавање на диференцијална равенка од прв ред, во чие 
решение ќе се појави уште една интегрална константа Со. 


Ехатр|е: 

Пример 2. 

Да се реши диференцијалната равенка у (2“ -- 1) -- 2ху. 

Решение. 

Во диференцијалната равенка не се јавува функцијата гу и затоа ќе се користи 
смената 


У СР 

со која равенката се сведува на диференцијална равенка од прв ред по 
функцијата р, односно 

р (е“ - 1) с- дхр 


ИЛИ 

8. И 

21" 
РА 9 4 ќ 

Бидејќир -- ч-, диференцијалната равенка е 
др .. „2хр 

Чх Жаа1 
во која променливите може да се раздвојат 
бо. 

РЕ КАТ ах 


И ош ро АНИ Ака 


и -- Ј-2 кош ах - СА 

се ЕЕ 

Ш | ре Ш(е2 ча) рШ| С | 

(константата Сч ја запишуваме како логаритам) и затоа 
ша | ре Ш| Ст| (ед 1), 

или 

р -- Са(е2 1). 

Од користената смена смената р -- у повторно се добива диференцијална 
равенка од прв ред 

у сс Ст(е? --1)4ах 

во која променливите се раздвојуваат и по интегрирање 
у-- ЈСуеѓ чу ауах С 

и општото решение ќе гласи 

1) сс С(“ ја) Со. 


Ехатр|е: 

Пример 3. 

Да се реши диференцијалната равенка у -- 2ебва-у -- ваа. 
Решение. 


Со смената 
ИВЕТ; 
ки зас) 


зададената диференцијална равенка се сведува на диференцијална равенка од 
прв ред 

р -- дава -рс- оа 
која е линеарна равенка по р со општо решение 
р -- еЈдевхак (се - Јадавкет Јаенидкд). 


По решавање на интегралите, општото решение е 
р- е? (Сч ЊЕ ет бан ЕС 
или 


рс еа? Ко (Се ај ија 5ш - ак), 


ешаи2 


а по средување 
ени) ша 
сс | Ст ет 
р ( оз и ва ) 
и по решавање на интегралот се добива 
р с- ае а(Ст - сова). 


Последната равенка е 

р -- Саше -- собата 

и тоа е пак диференцијална равенка од прв ред (променливите се раздвојуваат) 
со враќање на старата променлива од смената р -- гу 

у сс Стештѓа -- совет а 

чие што општо решение е 

ШО ење | Бел ожајњавњоте (0 

и по решавање на интегралите се добива општото решение 


Шо СО -- ао Се таа а Со. 


3. Диференцијална равенка од обликот у -- /(Џу ). 


Во овој тип диференцијална равнка од втор ред не се појавува независната 
променлива г. За нејзино решавање се користи смената 


2 


угсвр 


а во вториот извод диференцирањето наместо по променливата г ќе се врши по 
у и затоа 


9. фр Чр. ЧУ .. ар 
У та чу ж чув 


што значи дека за овој тип диференцијална равенка со смената 


зададената равенка ја сведуваме на диференцијална равенка од прв ред пори у). 
Откога ќе се реши таквата диференцијална равенка, се враќаме на старите 
променливи р -- у иг, со што треба уште еднаш да се реши диференцијална 
равенка од прв ред. 


Ехатр|е: 

Пример 4. 

Да се реши диференцијалната равенка 2уу -- 1 (у )ѓ. 
Решение. 

Со смената 


ср 

НЕ 4 

И ро 

зададената равенка се сведува на равенка од прв ред 
рии 5; 

која по делење со 2ур се запишува во обликот 

Си ЕР фа 


ду 2ур кур ? 
односно се добива Бернулиева диференцијална равенка по функцијата р 
1 


, 1 . 
ени НАВЕ 


во која степенот нар ет -- --1. Со делење на равенката со р-" се добива 
СТ ока Би ЗИ АА Ни /: Ван! 
РА та кур И 
или 
акота ИО СЗ си 
ре уче "Зи 


и по средување се добива равенката 
ј ари ечи 
рр - ур су“ 
Оваа равенка со смената 
2 , , , ај 
нес Ја 2рр сгрр сз 
се сведува на 
ќ Ило 


2 ум 
односно се добива линеарна диференцијална равенка од прв ред 
ено За ое На 
ки ки 


Решението на оваа равенка е 
мас е (а -Ј те ду), 

Е-- еми (е ј Те змду), 

(- „( те ду), 


ќа „(С зара ту 
и конечно 
Џо Слу - 1. 


Заменувајќи за ќ -- рѓ се добива 
ра Сцу- 1 ср „ИСиу-- 1 
и пак од замената р -- гу се добива уште една диференцијална равенка од прв 
ред 

; Ја ренот, 4 
у СО Со чо цИСту--1 
во која променливите се раздвојуваат 

Чува оне 

Џ ое ми Јах - Со 


и по решавање на интегралите се добива 


2 
ами 1 са С, 
а по квадрирање се добива општото решение 


Оти ее ОИ Ај. 


Ехатр!е: 
Пример 5. 
Да се реши диференцијалната равенка џу -- (џ )“ -- (џ )“. 
Решение. 
Се користи смената 

ур 

Мас а 
која дадената диференцијална равенка од втор ред ја сведува на 
диференцијална равенка од прв ред 
ра ср ра. 
Со средување, горната рвенка се сведува на диференцијална равенка во која 
АНИ а Дона се раздвојуваат 


др“, 
сви 


пр 


дробнорационална функција со Нај реални и различни решенија 
аа 


тес Шар восеа „В-1 


- 

Ја-ур- ЈедртЈуодр-Ш|р| -Ш|1-рЕШј | 
и заменето во решението на диференцијалната равенка 

ШЕ ЕШ(и| чи С| 

доведува до 

тт 

а оваа равенка ја средуваме 

р- СТЦ -р) 

и добиваме 

р(1  Счу) с- уСу. 

Враќајки се на сменатар -- у -- Е се добива диференцијална равенка од прв 
ред во која променливите се раздвојуваат 


1ЕСту Ст. 
ОД уре 


чие решение е изаразено преку интегралите 
1 Су. 
су ЕЈ Су Ја С5, 
а по нивно решавање општото решение на поставенката диференцијална 
равенка е 
1 - 
со | џ| Југ а Со. 


